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ΑΎτϣ�ζϧή̳�ΏΎΘη�ϪΒγΎΤϣ�̵ήΑϝϭΪΟ�ϖ˺�˻��ΎΑ�έ�̲ϧϭd�ϥΎδ̰ϳ�ϪϨϣΩ�ϭ�ΕϭΎϔΘϣ�̵Ύϫ˻���έΩ�ϥΎγϮϧ�ϪΑ�ήΘϤϴΘϧΎγ
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ΪϨϳϮ̳�ϥϮϴγήϳ̫�ωΎόη�Ύϳ�ζΧή̩�ωΎόη�έ��ϪτΑέ�ϦΘηά̳�ΎΑ�ϦϳήΑΎϨΑ˺�˼���̵ΎΠΑI��ϪτΑέ�έΏ�˺�ΩϢϳέ���
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�ϥΎγϮϧ�ϩέϭΩ�̵ϭΎδϣ�ϥ�ϥΎγϮϧ�ϩέϭΩ�Ϫ̯�ϩΩΎγ�̲ϧϭ�ϝϮσT��ϩΩΎγ�̲ϧϭ�ΎΑ�ϥΎϣΰϤϫ�ϩΩΎγ�̲ϧϭ�ϝϮτΑ�ΪηΎΑ�̲ϧϭ�Ϧϳ
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˻ ˻ ˻a K K
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  ��έϮΤϣ�ˬ�̲ϧϭ�ή̴ϳΩ�ϑήσ�έΩ�ή̳Ä�

�Ϫ̯�ϢϴϨ̯�ΏΎΨΘϧ�̵έϮσ�έÄ��ϭÄ��ϞϣΎη�̵�ϪΤϔλ�έΩ�ϭ�Ϣϫ�ΕίϮϣ�ϪΑG��Ϧϳ�ϝϮΣ�̲ϧϭ�ϥΎγϮϧ�ϥΎϣί�ϭ�ΪϨηΎΑ

�έϮΤϣ�ϪϠλΎϓ�ϥΩΩ�ϥΎθϧ�ΕέϮλ�έΩ�ΪϨηΎΑ�ήΑήΑ�ή̴ϳΪ̰ϳ�ΎΑ�έϮΤϣ�ϭΩÄ��ΎΗϡήΟ�ΰ̯ήϣ�ΑΎ�d�ΖηϮϧ�ϥϮΘϴϣ��
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��ϪΠϴΘϧ�έΩ�̌�˼��
˻aa K ��ϭ�̀�˼�d a a �

̵ίϮϣ�έϮΤϣ�ϭΩ�ϝϮΣ�̲ϧϭ�ϩΎ̳ήϫ�ϦϳήΑΎϨΑ�ϭ�ϡήΟ�ΰ̯ήϣ�ϑήσ�ϭΩ�έΩ�ϊϗϭ��ϪΑ�ϥ�ί�̵ϭΎδϣ�ήϴϏ�̵Ύϫ�ϪϠλΎϓ�ϪΑ

�̲ϧϭ�ΎΑ�ϥΎϤτϤϫ�ϩΩΎγ�̲ϧϭ�ϝϮσ�έ�έϮΤϣ�ϭΩ�ϪϠλΎϓ�ˬ�ΪηΎΑ�ϥΎδ̰ϳ�ϭΩ�ήϫ�̵ήΑ�Ζ̯ήΣ�ϩέϭΩ�ϭ�ΪϳέΩ�ϥΎγϮϧ

ΪηΎΑ�̵�ϪΤϔλ�̵ϭέ�ϡήΟ�ΰ̯ήϣ�Ϫ̰Ϩϴϟ�ρήη�ϪΑ�ΪϨϳϮ̳�ΐ̯ήϣ�Ωέά̴ϴϣ�έϮΤϣ�ϭΩ�ί�Ϫ̯���έ�̶̰ϳ�ΕέϮλ�Ϧϳ�έΩ

Ϯϧ�έϮΤϣ�έ�̵ή̴ϳΩ�ϭ�ΰϳϭ�έϮΤϣ�έ�ΎϫέϮΤϣΪϨϳϮ̳�ϥΎγ���ΐ̯ήϣ�̲ϧϭ�ΎΑ�ϥΎϣΰϤϫ�ϩΩΎγ�̲ϧϭ�ϝϮσ�ϥΩή̯�Ϊϴ̡�̵ήΑ

�ϪϠλΎϓ�̮ϳ�ϪΑ�ϡήΟ�ΰ̯ήϣ�Ϫ̯�̶όϗϮϣ�ϭ�Ϊϧέϭ�̶ϣ�έΩ�ϥΎγϮϧ�ϪΑ�ΪϨΘδϫ�ΎϫέϮΤϣ�ϪϟΰϨϣ�ϪΑ�Ϫ̯�ϪϐϴΗ�ϭΩ�ϝϮΣ�έ�̲ϧϭ�ˬ

Ζγ�ΏϮϠτϣ�έΪϘϣ�ϪϐϴΗ�ϭΩ�ϪϠλΎϓ�ˬ�ΩϮθϴϣ�̵ϭΎδϣ�ΖϟΎΣ�ϭΩ�έΩ�ϥΎγϮϧ�ϩέϭΩ�ϭ�Ζδϴϧ�έϮΤϣ�ϭΩ�ί��
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Ζγ�ϩΪη�Ϟϴ̰θΗ�ϪϳΎ̡�Ϫγ�̮ϳ�ϭ�Ϊϧ�ϞμΘϣ�ϪϠϴϣ�Ϧϳ�ϪΑ�Ϫ̯�Ϫϧίϭ�ϭΩ�ϭ�ϪϠϴϣ�̮ϳ�ί�ήΗΎ̯�̲ϧϭ��Ϧϳ�έΩ�ϪϐϴΗ�ϭΩ�ϪϠλΎϓ

Ζγ�ήΘϣ�̮ϳ�ΎΑ�ήΑήΑ�̲ϧϭ���έ�ϪϐϴΗ�̮ϳA��έ�ή̴ϳΩ�ϪϐϴΗ�ϭB��έ�Ϫϧίϭ�̮ϳ�ϦϴϨ̪Ϥϫ�ϭ�ϢϴϣΎϨϴϣa��έ�ή̴ϳΩ�Ϫϧίϭ�ϭ

b�̰ϴϣ�̵έά̴ϣΎϧϢϴϨ���Ϫϧίϭb�Ύϓ�ϭ�ϢϳέΪϴϣ�Ϫ̴ϧ�ΖΑΎΛ�έ�Ϫϧίϭ�ϪϠλa��ϪϐϴΗ�ί�έA��ϪϐϴΗ�ί�ήΘ̰ϳΩΰϧ�ϥ�ϪΑ�Ϫ̯B��Ζγ

�ϪϐϴΗ�ί�̲ϧϭ�ϥΎγϮϧ�ϩέϭΩ�ήϴϴϐΗ�έΎΑ�ήϫ�έΩ�ϭ�ϢϴϫΪϴϣ�ήϴϴϐΗ�έA��ϭB�Ϣϳήϴ̴ϴϣ�ϩίΪϧ�έ��Ϫϧίϭ�Ϫ̯�ΪϴηΎΑ�ϪΘηΩ�ϪΟϮΗ

b��ϪϠλΎϓ�ϪΑ�έ˻˼��ϪϐϴΗ�̵ήΘϤϴΘϧΎγB�έ�ϥ�ϥΎ̰ϣ�ϭ�ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ�ϢϴϫΪϴϤϧ�ήϴϴϐΗ�ή̴ϳΩ��Ϫϧίϭ�ϪϠλΎϓa��ϝϭΪΟ�ϖΑΎτϣ�έ

˺�̊��ϪϐϴΗ�ίA��ϥΎϣί�ΕΪϣ�έΎΑήϫ�ϭ�ϢϴϫΪϴϣ�ήϴϴϐΗ˻˹�Ϣϳέϭ�̶ϣ�ΖγΪΑ�έ�ϥΎγϮϧ��ϪϐϴΗ�ί�ϥΎγϮϧ�ϭΩ�ϩέϭΩ�Ϫ̰ϴϳΎΟA�

�ϭB�ΪηΎΑ�ήΑήΑ�Ϣϫ�ΎΑ��ϪϐϴΗ�ϝϮΣ�Ϫ̯�̶ϧΎγϮϧ�ϩέϭΩ�ϥ�ί�ϭ�ϪΘϓΎϳ�ϥΎϳΎ̡�ζϳΎϣίA�ϭB��ΏΎΘη�ϦΘϓΎϳ�̵ήΑ�Ζγ�̶̰ϳ

�ζϧή̳ϢϴϨ̰ϴϣ�ϩΩΎϔΘγ��ϥΎϣί�ΕΪϣ�Ζγ�̶̰ϳ�ϪϐϴΗ�ϭΩ�ϝϮΣ�ϥΎγϮϧ�ϩέϭΩ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ή̰ϓ�Ϫ̯�̶ϳΎϫ�ϪϠλΎϓ�έΩ�Ζγ�ήΘϬΑ˼˹�

�Ϫϧίϭ�ϪϠλΎϓ�ϭ�Ϣϳήϴ̴Α�ϩίΪϧ�έ�ήΘθϴΑ�Ύϳ�ϥΎγϮϧa��ϪϐϴΗ�ίA�ϢϴϫΩ�ήϴϴϐΗ�ήΘϤϴΘϧΎγ�ΪΣ�έΩ�έ���ζϳΎϣί�ϡΎΠϧ�ί�β̡

Ϊϣ�ΖγΪΑ�ήϳί�ΞϳΎΘϧ��
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̯�ΏΎδΣ�ζϳΎϣί�ήϫ�̵ήΑ�έ�ζϧή̳�ΏΎΘη�έΪϘϣϢϳΩή���ϭΩ�ϝϮΣ�ϥΎγϮϧ�ϩέϭΩ�ϑϼΘΧ�ζϳΰϓ�ΎΑ�ΪϴϨϴΒϴϣ�Ϫ̯�έϮτϧΎϤϫ

ϪϐϴΗˬ��Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�ί�ϩΪϣ�ΖγΪΑ�ζϧή̳�ΏΎΘη�έΪϘϣat��ϭbtˬ�ΩέΩ�̶ϘϴϘΣ�έΪϘϣ�ϪΑ�ΖΒδϧ�̵ήΘθϴΑ�ϑϼΘΧ��at��ϩέϭΩ

�ϪϐϴΗ�ϝϮΣ�ϥΎγϮϧA��ϭbt��ϪϐϴΗ�ϝϮΣ�ϥΎγϮϧ�ϩέϭΩB�Ζγ��

�ϑϼΘΧ�ϥϮ̩at��ϭbt�̶Ϩόϳa,bÄT��έΩ̋�̂ ba��Ϫ̯ba��Ϫϧίϭ�ϪϠλΎϓ�ϥΎϤϫa��ϪϐϴΗ�ίA��ί�ϥΩή̯�Ωή̳�ϥϭΪΑ�Ζγ

�ϪϤϫba��̵Ύϫ�ϪϠλΎϓ�ϪϠϤΟ�ί�Ύϫ˺˹��ϭ̋�˺˹�Ζγ�ήΘϤ̯�̵ήΘϤϴΘϧΎγ���Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�ί�ϩΩΎϔΘγ�ΎΑat��ϭbt��ί�ϩΪϣ�ΖγΪΑ

Ϣϳέϭ�̶ϣ�ΖγΪΑ�έ�ζϧή̳�ΏΎΘη�έΪϘϣ�ϪϠλΎϓ�Ϧϳ��ήϳΎγ�ζϧή̳�ΏΎΘη�ϪδϳΎϘϣ�̵ήΑba��ϭ�ϢϳΩέϭ�ΖγΪΑ�ΰϴϧ�έ�Ύϫ
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Ζγ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ϢϠϋ�̮ϳΰϴϓ��ϩίΪϧ�ΪϨ̩�ΞϳΎΘϧ�ϪΑ�έ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�̮ϳ�ΞϳΎΘϧ�ΎΗ�ΪϨϨ̰ϴϣ�εϼΗ�ϩέϮϤϫ�ϥΎϧΪ̰ϳΰϴϓ�̶Ϩόϳ

ΪϨϨ̯�ρϮΑήϣ�ή̴ϳΩ�̵ήϴ̳��έΩ�έ�ΎϬϧ�ϭ�ΪϨϨ̯�Ϊϴ̡�έ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ΪϨ̩�ϦϴΑ�ϪτΑέ�ΎΗ�ΪϨϨ̰ϴϣ�εϼΗ�ϥΎϧΪ̰ϳΰϴϓ�ή̴ϳΩ�ΕέΎΒϋ�ϪΑ

�ϥΎϴΑ�̶οΎϳέ�ςΑϭέ�ΐϟΎϗΪϨϨ̯��ΰϴϓ�Ϫ̯�Ζγ�Ϧϳ�έΎ̯�Ϧϳ�ϪΠϴΘϧ�Ϫ̯ˬ�ϥΎϧΪ̰ϳ��ί�ϞλΎΣ�ΕΪϫΎθϣ�ϭ�ΖόϴΒσΖόϴΒσ��ή̳�έ

ϥ�ϪϤϫ�Ϫϧ�ˬέ�Ϣ̰ΘγΩ��̶οΎϳέ�ςΑϭέ�ΕέϮμΑ�έ�ϥ�ί�̶θΨΑΪϨϨ̰ϴϣ�ϥΎϴΑ���έΩ�̶̰ϳΰϴϓ�̵ΎϬΘϴϤ̯�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ϦϳήΑΎϨΑ

Ζγ�ϢϬϣ�έΎϴδΑ�ζϧΩ�Ϧϳ�Ϊϧ�ΩϮΟϭ�̮ϳΰϴϓ�ϡΎϨΑ�̵ΰϴ̩�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ϥϭΪΑ�Ϫ̰ϠΑΩέ��

ΩέΩ�ΩϮΟϭ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�έΩ�ΎτΧ�̶Ϥ̯�ϪθϴϤϫ�ϭ�Ζδϴϧ�ϞϣΎ̯�̵�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�̨ϴϫ�ΖϗΩ�̮ϳΰϴϓ�έΩ��ϩέϮϤϫ�ϥΎϧΪ̰ϳΰϴϓ

Ϊϧέϭ�ΖγΪΑ�ζϳΎϣί�̮ϳ�ϡΎΠϧ�ί�̵ήΘϘϴϗΩ�ΞϳΎΘϧ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�̵Ύϫ�ϩΎ̴ΘγΩ�ΩϮΒϬΑ�ΎΗ�ΪϨϨ̰ϴϣ�εϼΗ��ΪϫΎη�ϩέϮϤϫ�ϭήϨϳ�ί

ΩϮΒϬΑ�ϭ�Ύϫ�ϩΎ̴ΘγΩ�ϥΪη�ήΘϘϴϗΩ�ϢϴΘδϫ�ΎϬϧ��

�έΩ�̶ϔϠΘΨϣ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ϡίϮϟ�ˬΖδϴ̩�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ΩέϮϣ�ΖϴϤ̯�ϭ�ϢϴϫΩ�ϡΎΠϧ�ϢϴϫϮΨϴϣ�̶θϳΎϣί�ωϮϧ�Ϫ̩�Ϫ̰Ϩϳ�ϪΑ�ϪΘδΑ

ϢϳέΩ�έΎϴΘΧ��Ωϭέ�̶ϣ�έΎ̰Α�ϝϮσ�ΖϴϤ̯�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�̵ήΑ�Ϫ̯�ϢϳίΩή̢Α�̶ϣίϮϟ�̶γέήΑ�ϪΑ�ϢϴϫϮΨϴϣ�ΎΠϨϳ�έΩ�Ύϣ���Ϧϳ

ί�ΪϨΗέΎΒϋ�ϡίϮϟ��˺��βϴϟϮ̯˻���ΞϨγ�ΰϳέ˼��̵Ϯ̳ΞϨγ�

βϴϟϮ̯��ζΨΑ˺�˺���

ϡΎδΟ�ϖϤϋ�ϭ�̶ΟέΎΧ�ϭ�̶ϠΧΩ�ήτϗ�ˬ�ϝϮσ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�̵ήΑ�Ζγ�̵έΰΑ���Ϫ̯�Ζγ�ϩΪη�Ϟϴ̰θΗ�ΖϤδϗ�ϭΩ�ί�βϴϟϮ̯

Ζγ�ΖΑΎΛ�ϥ�ΖϤδϗ�̮ϳ�ϭ�̭ήΤΘϣ�ϥ�ΖϤδϗ�̮ϳ��ϭ�Ζγ�ϩΪη�ΝέΪϣ�ήΘϤϴϠϴϣ�ΐδΣ�ήΑ�ϦϴϳΎ̡�ί�βϴϟϮ̯�ΖΑΎΛ�ΖϤδϗ

�ή̳�ϭ�Ϊϧΰϐϟ�ϥ�̵ϭέ�ήΑ�ΩϮθϴϣ�έ�̭ήΤΘϣ�ΖϤδϗΩή̯�Ϣ̰Τϣ�ΩϮΧ�̵ΎΟ�έΩ�έ�̭ήΤΘϣ�ΖϤδϗ�̶̪ϴ̡�ϪϠϴγϮΑ�ΩϮΑ�ίΎϴϧ��ήΑ

ΩϮθϴϣ�ϩΪϴϣΎϧ�Ϫϴϧέϭ�ϪΟέΩ�ˬ�̵ΪϨΑ�ϪΟέΩ�Ϧϳ�Ϫ̯�ΩέΩ�έήϗ�̵�̵ΪϨΑ�ϪΟέΩ�ΰϴϧ�̭ήΤΘϣ�ΖϤδϗ�̵ϭέ���̵ΎϬΘϤδϗ�ί�̮ϳ�ήϫ

�βϴϟϮ̯�Ζθ̡�έΩ�ϭ�ΪϨΘδϫ�ϢδΟ�̶ΟέΎΧ�ϭ�̶ϠΧΩ�ήτϗ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�̵ήΑ�̮ΧΎη�ϭ�ϪϨηΎ̡�̮ϳ�̵έΩ�ΖΑΎΛ�ϭ�̭ήΤΘϣ�ϪϐϴΗ

Ϊϧήϴ̴ϴϣ�ϩίΪϧ�έ�ϢδΟ�ϖϤϋ�ϥ�ΎΑ�Ϫ̯�Ζγ�ϞμΘϣ�̭ήΤΘϣ�ΖϤδϗ�ϪΑ�Ϫ̯�ΩέΩ�έήϗ�̶̯ίΎϧ��Ϟ̰η˺�˺��

�ΎϬϧ�ˬ�ϡΎδΟ�̶ΟέΎΧ�ήτϗ�ϦϴϨ̪Ϥϫ�ϭ�ϝϮσ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�̵ήΑέ ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ�βϴϟϮ̯�ϪϨηΎ̡�ϭΩ�ϦϴΑ��

�ϡΎδΟ�̶ϠΧΩ�ήτϗ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�̵ήΑϗ�ϢϴϫϮΨϴϣ�Ϫ̯�̵�ϪϴΣΎϧ�ϥϭέΩ�έ�βϴϟϮ̯�̮ΧΎη�ϭΩ�Ϣϳήϴ̴Α�ϩίΪϧ�έ�ϥ�̶ϠΧΩ�ήτ

�̵ΎϬΘϧ�ϪΑ�ϪϐϴΗ�Ϫ̰ϳέϮτΑ�ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ�ήψϧ�ΩέϮϣ�ϑΎ̰η�ϥϭέΩ�έ�βϴϟϮ̯�ϪϐϴΗ�ϡΎδΟ�ϖϤϋ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�̵ήΑ�ϭ�Ϣϳέά̴ϴϣ

ΩϮη�αΎϤϣ�ϑΎ̰η�ήΑ�βϴϟϮ̯�̵ΎϬΘϧ�ϭ�ΪγήΑ�ϑΎ̰η��

Ϫϴϧέϭ�̵ΎϬθ̯�ςΧ�έΩ�n-˺��ϪΑ�έ�ήΘϤϴϠϴϣn�ϢϴδϘΗ�̵ϭΎδϣ�ΖϤδϗ��Ϫϴϧέϭ�ϪΟέΩ�ήϫ�Ϧϳ�ήΑΎϨΑ�ΪϨϨ̰ϴϣ
n -˺

n
��ϭ�Ζγ�ήΘϤϴϠϴϣ

ήΘϤϴϠϴϣ�̮ϳ�ί��ϩίΪϧ�ϪΑ
n -˺ ˺

˺
n n

 �Ζγ�ήΘϤ̯�
˺

n
�Ζγ�ϩΪη�̵ΪϨΑ�ϪΟέΩ�ϩΎ̴ΘγΩ�ΖϗΩ�ϥΰϴϣ�ϩΪϨϫΪϧΎθϧ���ή̳�̶Ϩόϳ�

˺˹n=��̶Ϩόϳˬ�ΪηΎΑ̂��ϪΑ�ήΘϤϴϠϴϣ˺˹��ΖϤδϗ�βϴϟϮ̯�ΖϗΩ�ΪηΎΑ�ϩΪη�ϢϴδϘΗ˺�˹� 
˺

n
�Ζγ���ή̳�ϭ˻˹n=��̶Ϩόϳ˺̂�ήΘϤϴϠϴϣ�

�ϪΑ˻˹�βϴϟϮ̯�ΖϗΩ�ΪηΎΑ�ϩΪη�ϢϴδϘΗ�ΖϤδϗ˹̋�˹�=
˺

n
�Ζγ�ήΘϤϴϠϴϣ��



 

 ˻

Ϥ̯�έΪϘϣ�Ωήϴ̳�έήϗ�ζ̯�ςΧ�̵Ύϫ�ϪΟέΩ�ί�̶̰ϳ�ϞΑΎϘϣ�έΩ�Ϫϴϧέϭ�ήϔλ�ή̳�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ϡΎ̴Ϩϫ�έΩ�ζ̯�ςΧ�̵ϭέ�ί�Ζϴ

ΩϮθϴϣ�ϩΪϧϮΧ���Ϫϴϧέϭ�ήϔλ�ή̳�Ύϣ��ϪΟέΩ�Ϫ̩�Ϫ̯�ϢϴϨϴΒΑ�ΪϳΎΑ�Ϊγήϧ�̵ΪόΑ�ϪΟέΩ�ϪΑ�̶ϟϭ�ΩϮη�Ωέ�Ύϫ�ϪΟέΩ�ί�̶̰ϳ�ϞΑΎϘϣ�ί

Ζγ�ϪΘϓή̳�έήϗ�ζ̯�ςΧ�̵Ύϫ�ϪΟέΩ�ί�̶̰ϳ�ϞΑΎϘϣ�έΩ�Ϫϴϧέϭ�ί�̵���ί�Ϫϴϧέϭ�ήϔλ�Ϫ̯�ΪϴϨ̯�νήϓp��ϪΘηά̳�ήΘϤϴϠϴϣ

�ϪΟέΩ�ϭ�Ζγx�̶̰ϳ�ϞΑΎϘϣ�έΩ�Ϫϴϧέϭ�Ζγ�ϪΘϓή̳�έήϗ�ζ̯�ςΧ�̵Ύϫ�ϪΟέΩ�ί���ήψϧ�ΩέϮϣ�ΖϴϤ̯�ϩίΪϧ�ΕέϮλ�Ϧϳ�έΩ

ΎΑ�ήΑήΑ�˺�˺��
˺

p x
n

 �Ζγ�ήΘϤϴϠϴϣ���Ϫ̯�ΪϴϨ̯�ϪΟϮΗ
˺

x
n

��έΩ�Ϫϴϧέϭ�ήϔλ�ή̳�ϭ�Ζγ�ήΘϤϴϠϴϣ�̮ϳ�ί�ήΘ̰̩Ϯ̯

ϳ�ΎΑ�ήΑήΑ�Ωήϴ̳�έήϗ�ζ̯�ςΧ�̵Ύϫ�ϪΟέΩ�ί�̶̰ϳ�ϞΑΎϘϣΩϮθϴϣ�ήΘϤϴϠϴϣ�̮��

Ϫϴϧέϭ�έΩ�Ϫ̰Ϩϳ�ϪΑ�ϪΟϮΗ�ΎΑ�βϴϟϮ̯�έΎ̯�αΎγn-˺��ϪΑ�έ�ΖϤδϗn��ϼΜϣ�Ϫ̯�̶Θϗϭ�Ϫ̯�Ζγ�ϪϧϮ̴Ϩϳ�ΪϨϨ̰ϴϣ�ϢϴδϘΗ�ΖϤδϗ

�ϪΟέΩx�ϞΑΎϘϣ�έΩ�Ϫϴϧέϭ��ϼΜϣ�ζ̰τΧ�̵Ύϫ�ϪΟέΩί�̶̰ϳr�Ωήϴ̴ϴϣ�έήϗ�Ϫϴϧέϭ�ϪΟέΩ�ϭΩ�ϦϴΑ�ϪϠλΎϓ��ϩίΪϧ�ϪΑ
˺

n
��ήΘϤϴϠϴϣ

�ί�ϭΩ�ϦϴΑ�ϪϠλΎϓ�ϪΟέΩ�ϪϠλΎϓ�ϊϗϭ�έΩ�Ζγ�ήΘ̰̩Ϯ̯�ζ̯�ςΧ�ϪΟέΩx-˺�ϪΟέΩ�ί�Ϫϴϧέϭ�r ˺��ϩίΪϧ�ϪΑ�ζ̰τΧ
˺

n
�

�ϪΟέΩ�ϪϠλΎϓ�ϭ�Ζγ�ήΘϤϴϠϴϣx ˻��ϪΟέΩ�ί�Ϫϴϧέϭ�r ˻�ήΑήΑ�ζ̰τΧ
˻

n
�ϪϠλΎϓ�Ϫ̰Ϩϳ�ΎΗ�έϮσ�ϦϴϤϫ�ϭ�Ζγ�ήΘϤϴϠϴϣ�

�ϪΟέΩx x��̶Ϩόϳ�Ϫϴϧέϭ�ήϔλ�ϪΟέΩ�ίr x��ΎΑ�ήΑήΑ
x

n
�Ζγ�ήΘϤϴϠϴϣ��r x��ΎΑ�ήΑήΑ�έp�Ϣϳήϴ̴ϴϣ���Ϫ̯�ϢϴϧΪϴϣ

�ϪΟέΩ�ί�Ϫϴϧέϭ�ήϔλp��ϪΟέΩ�ΎΗ�ϥ�ϪϠλΎϓ�ϭ�ϪΘηά̳�ζ̰τΧp��ΎΑ�ήΑήΑ
x

n
�Ζγ���ήΑήΑ�ήψϧ�ΩέϮϣ�ΖϴϤ̯�ϩίΪϧ�ϦϳήΑΎϨΑ

�ΎΑ�ϪτΑέ˺�˺�ΩϮθϴϣ��������������������������������������

�

�

�

�

��Ϟ̰η˺�˺�

�

�

�

�

�

ΞϨγΰϳέ�ζΨΑ˻���

�Ϫ̯�Ζγ�̵�ϪϠϴγϭ�ΕΎΤϔλ�ΖϣΎΨο�Ύϳ�ϭ�Ϟ̰η�̵ϭή̯�ϡΎϤδΟ�ϭ�ΎϬϤϴγ�ήτϗ�ΪϧϮΘϴϣ�ϭ�Ζγ�ϩΪη�ϪΘΧΎγ�̨ϴ̡�ΖϴλΎΧ�ΎΑ

ΪϨ̯�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ΩΎϳί�̶ϠϴΧ�ΖϗΩ�ΎΑ�έ�̭ίΎϧ��Ϫ̯�ΪηΎΒϴϣ�̵ΰϠϓ�ΏΎ̯έ�̮ϳ�Ϫ̯�Ζγ�ϩΪη�Ϟϴ̰θΗ�ΖΑΎΛ�ΖϤδϗ�̮ϳ�ί�ΞϨγΰϳέ

ϭέ�Ϫ̯�Ζγ�̶ΟέΪϣ�ϪϧϮΘγ�ϥ�ή̴ϳΩ�ϑήσ�έΩ�ϭ�ϩΪη�ΐμϧ�̶̰̩Ϯ̯�ϥΪϨγ�ϑήσ�̮ϳ�ϪΑ̵Ύϫ�̵ΪϨΑ�ϢϴδϘΗ�ΎΑ�ϥ�̵�̋�˹�

�Ύϳ˺Ζγ�ϩΪη�̵ΪϨΑ�ϢϴδϘΗ�̵ήΘϤϴϠϴϣ�γ�ϪΘγϮ̡�̮ϳ�ΞϨγΰϳέ�̭ήΤΘϣ�ΖϤδϗϮΘ�ϪΑ�ϥ�ςϴΤϣ�Ϫ̯�Ζγ�Ϟ̰η�̵�Ϫϧ̋˹�Ύϳ˺˹˹�



 

 ˼

Ζγ�ϩΪη�ϢϴδϘΗ�̵ϭΎδϣ�ΖϤδϗ��Ϧϳήϳί�ΝέΪϣ�ΖΑΎΛ�ϪϧϮΘγ�̵ϭέ�ΪϧϮΘϴϣ�ΩέΩ�έήϗ�ϥ�̵ϭέ�Ϫ̯�̶̪ϴ̡�ςγϮΗ�ϪϧϮΘγ�Ϧϳ

ΪϨ̯�Ζ̯ήΣ��̨ϴ̡�Ϧϳ�ϡΎ̳̋�˹�Ζγ�ήΘϤϴϠϴϣ�̮ϳ�Ύϳ��ϪϧϮΘγ�ˬ�ΪΧή̪Α�έϭΩ�̮ϳ�ϪϧϮΘγ�ή̳�̶Ϩόϳ̋�˹��Ύϳ˺��Ύϳ�ϮϠΟ�ήΘϤϴϠϴϣ

ΩϮθϴϣ�έϭΩ�ϥ�ί�Ύϳ�̮ϳΩΰϧ�ϥΪϨγ�ϪΑ�ϩίΪϧ�ϦϴϤϫ�ϪΑ�Ζγ�Ϟλϭ�̨ϴ̡�ϪΑ�Ϫ̯�̵�ϪϠϴϣ�ϭ�Ωϭήϴϣ�ΐϘϋ��

�̨ϴ̡�ϡΎ̳�Ϫ̯�̶ϳΎϬΠϨγΰϳέ�έΩ˺��ϪΑ�έ�̭ήΤΘϣ�ϪϧϮΘγ�έϭΩ�Ζγ�ήΘϤϴϠϴϣ˺˹˹�ϴϣ�ϢϴδϘΗ�̵ϭΎδϣ�ΖϤδϗΪϨϨ̰���̵ϭέ�ήΑ

Ζγ�ΖΑΎΛ�ϪϧϮΘγ�̵ΪϨΑ�ϢϴδϘΗ�έϮΤϣ�Ϫ̯�ΩέΩ�έήϗ�̶τΧ�ΖΑΎΛ�ϪϧϮΘγ���Ϫ̰ϴϣΎ̴Ϩϫ�Ϧϳ�ήΑήΑ�έΩ�̭ήΤΘϣ�ϪϧϮΘγ�ήϔλ�Ϫ̯

�έήϗ�ςΧ�Ϧϳ�ϞΑΎϘϣ�έΩ�ϩέΎΑϭΩ�̭ήΤΘϣ�ϪϧϮΘγ�ήϔλ�ΪΧή̪Α�έϭΩ�̮ϳ�̭ήΤΘϣ�ϪϧϮΘγ�ή̳�ˬ�ΪηΎΑ�ϪΘηΩ�έήϗ�ςΧ

ϣ�ϪϧϮΘγ�Ϫ̯�̵έϭΩ�̮ϳ�̵ί�ϪΑ�β̡�Ωήϴ̴ϴϣ�ςΧ�Ϧϳ�ϞΑΎϘϣ�ί�Ϊϧΰϴ˺˹˹��ί�ΖϤδϗ˹�ΎΗ�˺˹˹�Ωέά̴ϴϣ���Ϫ̰ϴϣΎ̴Ϩϫ�ή̳

�ϢϳΩή̯�αή̡�ϭΩ�Ϧϳ�ϦϴΑ�έ�ϢδΟ�ϭ�ϢϳΩΩ�έήϗ�̭ήΤΘϣ�ϪϠϴϣ�ϭ�ϥΪϨγ�ϦϴΑ�έ�ϢδΟΩέΩ�ΩϮΟϭ�ΖϟΎΣ�ϭΩ��

˺��ΩέΩ�έήϗ�ΖΑΎΛ�ϪϧϮΘγ�ί�ϪΟέΩ�̮ϳ�̵ϭέ�ήΑ�̭ήΤΘϣ�ϪϧϮΘγ�ϪΒϟ�Ύϳ��

˻��έΩ�̮ϳ�ί�Ϫ̰Ϩϳ�Ύϳ�ϩΪϴγήϧ�̵ΪόΑ�ϪΟέΩ�ϪΑ�̶ϟϭ�ϩΪη�Ωέ�ϪΟΖγ��

ϢϨϴ̰ϴϣ�ΏΎΨΘϧ�ϢδΟ�ήτϗ�ϥϮϨϋ�ϪΑ�έ�ΪϫΩ�̶ϣ�ϥΎθϧ�ΖΑΎΛ�ϪϧϮΘγ�ϪΟέΩ�Ϫ̯�έ�̵ΩΪϋ�ϝϭ�ΖϟΎΣ�έΩ���Ϧϳ�έΩ�Ϫ̯�ΪϴϨ̯�ϪΟϮΗ

�ΖϟΎΣ�Ζγ�ήϔλ�ΩέΩ�έήϗ�ΖΑΎΛ�ϪϧϮΘγ�ςΧ�ϞΑΎϘϣ�έΩ�Ϫ̯�̵ΩΪϋ��ϭ�ήϔλ�ϪΟέΩ˺˹˹��̭ήΤΘϣ�ϪϧϮΘγϢϫ�ήΑ�ϨϣτϖΒ�Ϊϧ���

ΎΣ�έΩΩέΩ�έήϗ�ΖΑΎΛ�ϪϧϮΘγ�ςΧ�ϞΑΎϘϣ�έΩ�̭ήΤΘϣ�ϪϧϮΘγ�ί�̵ΩΪϋ�Ϫ̩�Ϫ̯�ϢϴϨϴΒϴϣ�ϡϭΩ�Ζϟ���έϭΩ�̮ϳ�̵ί�ϪΑ�Ϫ̯�ϢϴΘϔ̳

�ςΧ�Ϧϳ�ϞΑΎϘϣ�ί�Ζ̯ήΣ�ήΘϤϴϠϴϣ�̮ϳ�̶Ϩόϳ�ζΧή̩˺˹˹��ί�ΖϤδϗ˹��ΎΗ˺˹˹�Ωέά̳�̶ϣ���ΩΪϋ�ΪϴϨ̯�νήϓ�ϝΎΣx��̵ϭήΑϭέ

ΩέΩ�έήϗ�ςΧ�Ϧϳ��ϪΟέΩ�ί�ϪϧϮΘγ�ϪΒϟ�ϭr�ΎΛ�ϪϧϮΘγ�̵ϭέΖγ�ϩΪη�Ωέ�ΖΑ���ΪϳΎΑ�ϪϧϮΘγ�Ϫ̯�έ�̵�ϪϠλΎϓ�ΐγΎϨΗ�̮ϳ�ΎΑ

�ΩΪϋ�ΎΗ�ΪϨ̯�̶σx�ϢϴϨ̰ϴϣ�ΏΎδΣ�έ�Ωήϴ̳�έήϗ�ςΧ�Ϧϳ�ϞΑΎϘϣ�έΩ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�
˺˹˹��̵ϭήΑϭέ�ί�ΖϤδϗ

ςΧ��ΖΑΎΛ�ϪϧϮΘγ

Ωέά̴ϴϣ�

 
˺ήΘϤϴϠϴϣ�

�ή̳xΖϤδϗ��̵ϭήΑϭέ�ί

Ωέά̴Α�ΖΑΎΛ�ϪϧϮΘγ�ςΧ�
y��ήΘϤϴϠϴϣ�ΪϨ̩�

��������������������������������������������������������������������������ϝϭΪΟ˺�˺�

�ϝϭΪΟ�ΐγΎϨΗ�ί˺�˺�y��ΎΑ�ήΑήΑ�Ϫ̯�Ϣϳέϭ�̶ϣ�ΖγΪΑ�έ�˻�˺��˹˺�˹y �Ζγ���ήΑήΑ�Ύϣ�ήψϧ�ΩέϮϣ�ϢδΟ�ήτϗ�ϦϳήΑΎϨΑ

�ΎΑ�˼�˺��x˹˺�˹r y r  �Ζγ������������������������������������������������������������������������������������������������

�

�

�

�Ϟ̰η˻�˺�

�

�

ήΘϣϭήϔγ�Ύϳ�ΞϨγ�̵Ϯ̳�ζΨΑ˼���



 

 ˽

 

Α�ϥ�ί�Ϫ̯�Ζγ�̵�ϪϠϴγϭ�ΞϨγ�̵Ϯ̳ΎϬϴγΪϋ�ϭ�Ύϫ�ϪϨϳ�ΪϨϧΎϣ�Ωϭήϴϣ�έΎ̰Α�̵ϭή̯�ΡϮτγ�̶̳ΪϴϤΧ�ωΎόη�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�̵ή��

�̵ίϮϣ�ϭ�ϑΎλ�ΡϮτγ�ΖϣΎΨο�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�̵ήΑ�ΞϨγ�̵Ϯ̳Ωϭήϴϣ�έΎ̰Α�ΰϴϧ��ϭ�̭ήΤΘϣ�ϪϳΎ̡�̮ϳ�ί�ΞϨγ�̵Ϯ̳˼��ϪϳΎ̡

Ζγ�ϩΪη�Ϟϴ̰θΗ�ΖΑΎΛ��˼�ωϼοϻ�̵ϭΎδΘϣ�ΚϠΜϣ�̮ϳ�Ϟϴ̰θΗ�ΞϨγ�̵Ϯ̳�ϪϳΎ̡�έ�ΪϨϫΪϴϣ�ΘϤδϗ�ή̴ϳΩ�ί�̮ϳ�ΞϨγ�̵Ϯ̳�̵ΎϬ

ΪηΎΒϴϣ�ΝέΪϣ�̵�ϩήϳΩ�ϪΤϔλ�Ζγ�ϩΪη�ϢϴδϘΗ�̵ϭΎδϣ�ΖϤδϗ�Ϊλ�ϪΑ�ϪΤϔλ�Ϧϳ���ΝέΪϣ�ϪΤϔλ�ΝέΪϣ�ϪΤϔλ�Ϧϳ�ςγϭ�έΩ

�ϪΑ�Ϫ̯�ΩέΩ�ΩϮΟϭ�̵ήΘ̰̩Ϯ̯˺˹�Ζγ�ϩΪη�ϢϴδϘΗ�̵ϭΎδϣ�ΖϤδϗ��ϥΎϤϫ�ϪΑήϘϋ�̮ϳ�ϩήϤϫ�ϪΑ�ΝέΪϣ�ϪΤϔλ�ϭΩ�Ϧϳ

Ζγ�ήΘϣϭή̰ϴϣ��ήΘϣϭή̰ϴϣ�Ϧϳ�ΖϗΩ˹˺�˹�Ζγ�ήΘϤϴϠϴϣ��ΎϨΑϦϳήΑ��ϪΟέΩ�̮ϳ�ϩίΪϧ�ϪΑ�ΝέΪϣ�ϪΤϔλ�έΩ�ϪΑήϘϋ�Ϫ̰ϴϣΎ̴Ϩϫ

�ϩίΪϧ�ϪΑ�̭ήΤΘϣ�ϪϳΎ̡�ϊϗϭ�έΩ�ΪΧή̪Α�εΩϮΧ˹˺�˹�Ζγ�ϪΘϓέ�ϦϴϳΎ̡�Ύϳ�ϻΎΑ�ήΘϤϴϠϴϣ��

�ΖϗΩ�ΎΑ�έ�̭ήΤΘϣ�ϪϳΎ̡�̶ϳΎΠΑΎΟ�ϥϮΘϴϣ�̱έΰΑ�ϭ�̮̩Ϯ̯�ΝέΪϣ�ϪΤϔλ�̵Ύϫ�ϪΟέΩ�̮Ϥ̯�ϪΑ�ΐϴΗήΗ�Ϧϳ�ϪΑ˹˺�˹��ήΘϤϴϠϴϣ

Ζϓή̳�ϩίΪϧ��ϴ̳�ϩίΪϧ�̵ήΑ�έήϗ�ϑΎλ�τγ�̮ϳ�̵ϭέ�έ�ΞϨγ�̵Ϯ̳�ΪΘΑ�ˬ�̵ϭή̯�τγ�̮ϳ�̶̳ΪϴϤΧ�ωΎόη�̵ή

ϢϴϨ̰ϴϣ�ΖηΩΩΎϳ�έ�ΪϴϫΪϴϣ�ϥΎθϧ�ΞϨγ�̵Ϯ̳�Ϫ̯�̵�ϪΟέΩ�ϭ�ϢϴϫΪϴϣ��ήψϧ�ΩέϮϣ�̵ϭή̯�τγ�̵ϭέ�έ�ΞϨγ�̵Ϯ̳�β̢γ

Ϣϳέά̴ϴϣ���ϪΘηΩ�αΎϤΗ�ϥ�ΎΑ�ϭ�Ϊϧήϴ̳�έήϗ�ϩή̯�τγ�̵ϭέ�ήΑ�ϥ�̭ήΤΘϣ�ϪϳΎ̡�̮ϳ�ϭ�ΖΑΎΛ�ϪϳΎ̡�Ϫγ�Ϫ̰ϳέϮτΑΪϨηΎΑ��ϪΟέΩ

ϢϴϨ̰ϴϣ�Ϣ̯�ΩΪϴϣ�ϥΎθϧ�ϑΎλ�τγ�̵ϭέ�ΞϨγ�̵Ϯ̳�Ϫ̯�̵έΪϘϣ�ί�ϭ�ϢϨϴ̰ϴϣ�ΖηΩΩΎϳ�έ�ΪϫΪϴϣ�ϥΎθϧ�ΞϨγ�̵Ϯ̳�Ϫ̯�έ���Ϧϳ

Ζγ�̵ϭή̯�τγ�̵ϭέ�ήΑ�̭ήΤΘϣ�ϪϳΎ̡�̶ϳΎΠΑΎΟ�ΎΑ�ήΑήΑ�έΪϘϣ���έ�ϥh��ϢϴϣΎϨϴϣ�Ϟ̰η˺�˼���Ϟ̰η�έΩ�Ϫ̯�ϪϧϮ̳�ϥΎϤϫ

�ΚϠΜϣ�ΪϴϨϴΒϴϣAOH�σ�ϭ�Ζγ�ϪηϮ̴Θγέ�ΚϠΜϣ�̮ϳϢϳέΩ�ΙέϮϏΎΜϴϓ�Ϫϴπϗ�ϖΒ���˺�˼��˻ ˻ ˻(OA) (OH) (AH) �

OH�ϞοΎϔΗ�ΎΑ�ήΑήΑ�ί�ΞϨγ�̵Ϯ̳�̭ήΤΘϣ�ϪϳΎ̡�̶ϳΎΠΑΎΟ�ϩή̯�̶̳ΪϴϤΧ�ωΎόη�Ζγ��ϭAH��ΖΑΎΛ�̵Ύϫ�ϪϳΎ̡�ϪϠλΎϓ�ΎΑ�ήΑήΑ

Ζγ�Ϣϫ�ί�ΞϨγ�̵Ϯ̳���ΎΑ�Ϫ̯�έ�ωΎόη�ή̳OA��Ζγ�ήΑήΑR�ϢϴϣΎϨΑ��ϭAH��ΩΎϤϧ�ΎΑ�έa�ϢϴϫΩ�ϥΎθϧ�ϢϳέΩˬ���������������

�˻�˼��OH R - h��ϪτΑέ�̵έά̳ΎΟ�ΎΑ˻�˼��ϪτΑέ�έΩ˺�˼�ϢϳέΩ������˼�˼��˻ ˻ ˻R (R h) a  ��ίΎΑ�ί�ΪόΑ�Ϫ̯

�ϢϳέΩ�̵ήΒΟ�ΕΎϴϠϤϋ�̶Ϥ̯�ϭ�ϥΩή̯���̊�˼��
˻ ˻a h

R
˻h


���̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ΎΑ�̵ϭή̯�τγ�̮ϳ�̶̳ΪϴϤΧ�ωΎόη�ϦϳήΑΎϨΑ

ΑΎΟ̭ήΤΘϣ�ϪϳΎ̡�̶ϳΎΠ��ϪτΑέ�ί�ΞϨγ�̵Ϯ̳�ΖΑΎΛ�ϪϳΎ̡�ϭΩ�ϦϴΑ�ϪϠλΎϓ�ϦϴϨ̪Ϥϫ�ϭ�̵ϭή̯�τγ�̵ϭέ�ήΑ̊�˼�Ϊϳ�̶ϣ�ΖγΪΑ��
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���

����
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�

�

��������Ϟ̰η˺�˼�
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(mm)�
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βϴϟϮ̯�ΖϗΩ 
(mm)�
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˺˹


˻�

˼
˺˹


̀�̶Βδϧ�

�ϝϭΪΟ˺�̊�
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Ωήϴ̳�ΕέϮλ��



 

 ˽˿

�Ύϫϭήϴϧ�̵ήϴ̳ΪϨϳήΑ�ζΨΑ˺��

�Ύϳ�ϭ�ϪϳΰΠΗ�ϪΑ�ίΎϴϧ�̮ϳΰϴϓ�ϪΑ�ρϮΑήϣ�ΕϻϮγ�ί�̵έΎϴδΑ�ϭ�̮ϴϣΎϨϳΩ�ϭ�̮ϴΗΎϤϨϴγ�ϪΑ�ρϮΑήϣ�̵ΎϬθγή̡�ϞΣ�̵ήΑ

ϢϳέΩ�ΎϫέΩήΑ�ί�̵ήϴ̳�ΪϨϳήΑ��ΪηΎΑ�ή̴ϳΩ�̵έΩήΑ�ΖϴϤ̯�̮ϳ�Ύϳ�Ζϋήγ�Ύϳ�ϭήϴϧ�̮ϳ�ϩΪϨϳΎϤϧ�ΪϧϮΘϴϣ�έΩήΑ�Ϧϳ��

ήΑ�̵ήϴ̳�ΪϨϳήΑ�̵ΎϬηϭέ�Ύϣ�ΎΠϨϳ�έΩϳ�Ϫ̯�ϢϴϫΪϴϣ�ϥΎθϧ�̶θϳΎϣί�ΎΑ�β̢γ�ϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϥΎϴΑ�έ�ΎϫέΩ�̵ήϴ̳ΪϨϳήΑ�ϩϮϴη�Ϧ

Ζγ�ΖγέΩ�ϭήϴϧ�ΪϨ̩�ΪϨϳήΑ�̵ϭήϴϧ�ϥΩέϭ�ΖγΪΑ�̵ήΑ��ΎϫέΩήΑ�̵ήϴ̳�ΪϨϳήΑ�̵ήΑ�Ύϣ˼�ϢϳέΩ�εϭέ��

˺�ωϼοϻ�̵ίϮΘϣ�εϭέ��˻��̶όϠο�ΪϨ̩�εϭέ˼�ΎϫέΩήΑ�ϪϳΰΠΗ�εϭέ�

˺�ωϼοϻ�̵ίϮΘϣ�εϭέ��

�ΪϴϨ̯�νήϓ˻�έΩήΑ�a


�ϭb


Ϟ̰η�ΪϨϧΎϣ˺�˺�ϢϳέΩ���̵ΪΘΑέΩήΑ�ϭΩ�Ϧϳ�ϖΒτϨϣ�Ϣϫ�ήΑ�έ�Ϟ̰η�ΪϨϧΎϣ�ϢϴϨ̰ϴϣ˻�˺��β̢γ

�ϭ�ΕίϮϣ�ϪΑϫ�έΩήΑ�ϩίΪϧ�Ϣa

�̵ή̴ϳΩ�έΩήΑ��̵ΎϬΘϧ�ίb


�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ϣγέ�ϴϤϫέΩήΑ�̵ήΑ�έ�έΎ̯�Ϧb


��ϢϴϨ̰ϴϣ�ί�ϭ

έΩήΑ�̵ΎϬΘϧa

�ΕίϮϣ�ϪΑ�ϭ�ϩίΪϧ�Ϣϫ�̵έΩήΑ��έΩήΑb


�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ϣγέ��Ϟ̰η�ΪϨϧΎϣ˼�˺��̵ίϮΘϣ�ήτϗ�Ϫ̯�̶ϋϼοϻ

Ζγ�ϩΪϣ�ΪϳΪ̡�ϖϳήσ�Ϧϳ�ϪΑ�έΩήΑ�̶ϨόϳR


�ˬέΩήΑ�ϭΩ�ΪϨϳήΑa

�ϭb


�Ζγ�Ϫϴπϗ�ϖΒσ��Ϧϳ�ήτϗ�ϩίΪϧ�ΎϬγϮϨϴδ̯

�ΎΑ�ήΑήΑ�έΩήΑ�ϭΩ�Ϧϳ�ΪϨϳήΑ�ϪΠϴΘϧ�έΩ�ϭ�ωϼοϻ�̵ίϮΘϣ��˺�˺��
˻ ˻R a b ˻abcosè  ���

�ϪτΑέ�έΩ˺�˺è��έΩήΑ�ϭΩ�ϦϴΑ�Ϫϳϭίa

��ϭb


�Ζγ��a��ϭb��̵Ύϫ�̵έΩήΑ�̵ΎϫίΪϧa


��ϭb


�ΪϨΘδϫ��

���������

�

�

�

�a

�

�

��

�b

��

ηϞ̰˻�˺�

�

�a
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�

�

�

�b

�

�

Ϟ̰η˺�˺�

��

�

��a

��

�

�

�b

�

�Ϟ̰η˼�˺�

�

˻�̶όϠο�ΪϨ̩�εϭέ��

�εϭέ�Ϧϳ�έΩέΩήΑ�̵ΪΘΑa

�έΩήΑ�̵ΎϬΘϧ�ήΑ�έb


��ϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϖΒτϨϣγβ̢�̵έΩήΑ�ϪϠϴγϮΑ��̵ΪΘΑb


�έ��̵ΎϬΘϧ�ϪΑa


�

�έ�ϥ�ϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϞλϭR

�ϢϴϣΎϨϴϣ��Ϟ̰η̊�˺���έΩήΑR


��ϭΩ�ΪϨϳήΑ�έΩήΑa


�ϭb


��ϥ�ϩίΪϧ�ϭ�Ζγ�ϪτΑέ�ί˺�˺���

Ϊϳ�̶ϣ�ΖγΪΑ��ϢϴϫΩ�έήϗ�̵ή̴ϳΩ�̵ΎϬΘϧ�ήΑ�έ�έΩήΑ�ϡΪ̯�̵ΪΘΑ�Ϫ̯�ΪϨ̰ϴϤϧ�̶ΗϭΎϔΗ�Ϫ̯�ΪϴϨ̯�ϪΟϮΗ�ϝΎΜϣ�ϥϮϨϋ�ϪΑ�
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 ˽̀

έΩήΑ�̵ΪΘΑ�Ϫ̰Ϩϳ�̵ΎΠΑ�ϢϴΘδϧϮΘϴϣa

�ΩήΑ�̵ΎϬΘϧ�ήΑ�έέb


�έΩήΑ�̵ΪΘΑ�ϢϴΘδϧϮΘϴϣˬ�Ϣϳέά̴Αb


��̵ΎϬΘϧ�ήΑ�έa


�

ϢϴϫΩ�έήϗ�

�

R

�

�a

��

�b

��Ϟ̰η̊�˺�

�

˼�ϪϳΰΠΗ�εϭέ��

Ωϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ϣγέ�έ�ΪϧΩϮϤϋ�Ϣϫ�ήΑ�ϥ�̵ΎϫέϮΤϣ�Ϫ̯�̶ΗΎμΘΨϣ�ϩΎ̴ΘγΩ�εϭέ�Ϧϳ�έ��ϪϔϟϮϣ�ϭΩ�ϪΑ�έ�έΩήΑ�ήϫ�β̢γ

�ΕΎμΘΨϣ�̵ΎϫέϮΤϣ�ί�̶̰ϳ�̵ΎΘγέ�έΩ�ϪϔϟϮϣ�ήϫ�Ϫ̰ϳέϮτΑ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϪϳΰΠΗ�Ϣϫ�ήΑ�ΩϮϤϋΩήϴ̳�έήϗ���ί�ϩΩΎϔΘγ�ΎΑ

έΩή̯�ϪϳΰΠΗ�έ�έΩήΑ�̮ϳ�ϥϮΘϴϣ�ήϳί�ςΑϭ���˻�˺��xc c cosè ��ϭ�˼�˺��yc c sinè ���̵Ύϫ�ϪτΑέ�έΩ��

˻�˺ϭ���˼�˺è��έΩήΑ�ϦϴΑ�Ϫϳϭίc

��ΖΒΜϣ�έϮΤϣ�ΎΑxΎϫ�Ωή̳�ΖϋΎγ�ΩΎ̡�ΖϬΟ�έΩ�Ζγ��

έΩήΑ�Ϫ̰Ϩϳ�ί�β̡Ύϫ��έ�ΎΘγέ�ήϫ�έΩ�ΩϮΟϮϣ�̵Ύϫ�ϪϔϟϮϣ�ˬ�ϢϳΩή̯�ϪϳΰΠΗ�έϢϴϨ̰ϴϣ�ϊϤΟ�Ϣϫ�ΎΑ���Ύϫ�ϪϔϟϮϣ�ΪϨϳήΑ�έΩήΑ

�ήϫ�έΩΪϳ�̶ϣ�ΖγΪΑ�Ύϫ�ϪϔϟϮϣ�Ϧϳ�̵ήΒΟ�ϊϤΟ�ί�ΎΘγέ���̊�˺��x xxr a b ....  
 

�ϭ�̋�˺��y y yr a b ....  
  

���������������������������

ϭέ�ί�ϩΩΎϔΘγ�ΎΑ�ϢϳΩή̯�ΏΎδΣ�έ�ΎΘγέ�ήϫ�έΩ�ΎϫέΩήΑ�ΪϨϳήΑ�Ϫ̰Ϩϳ�ί�β̡ΪϨϳήΑ�έΩήΑ�ϩίΪϧ�ϥϮΘϴϣ�ήϳί�ςΑ�Ϟ̯��ϭ

Ωή̯�κΨθϣ�έ�ϥ�ΖϬΟ��

�̌�˺��
˻ ˻

x yR r r ��ϪτΑέ̌�˺�ϢϳΩέϭ�ΖγΪΑ�ΙέϮϏΎΜϴϓ�Ϫϴπϗ�ί�έ��̀�˺��
y

x

r
è arc tan
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R a b
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�̶ΘΑΎΛ�ϪΑ�ϪΟϮΗ�ΎΑ�ϢϴϫϮΨΑ�ή̳�Ϫ̯�ϪτΑέ�ί�ΪϧέΩ�Ύϣ�ήϨϓ�ϭΩ�Ϧϳ˻�˺�ήΑήΑ�Ϟ̯�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�ϢϴϨ̯�ϩΩΎϔΘγ�ΎΑ��έΪϘϣ�

N m�˻˻�˻�ϩΪη�ϪΘδΑ�ϢϬΑ�̶ϟϮΘϣ�ΖϟΎΣ�ϪΑ�Ϫ̯�ήϨϓ�ϭΩ�̵ήΑ�ζϳΎϣί�ί�ϩΪϣ�ΖγΪΑ�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�ΎΑ�Ϫ̯�Ϊϳ�̶ϣ�ΖγΪΑ
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̶ΑΎΗή̡�Ζ̯ήΣ��

�ϭ�̶Ϙϓ�έϮΤϣ�̵ϭέ�ήΑ�Ζ̯ήΣ�̵ΪόΑ�ϭΩ�Ζ̯ήΣ�έΩ�Ϫ̯�̶ϳΎΠϧ�ί�ϭ�Ζγ�ΪόΑ�ϭΩ�έΩ�Ζ̯ήΣ�ϊϗϭ�έΩ�̶ΑΎΗή̡�Ζ̯ήΣ

�ϭ�̶Ϙϓ�έϮΤϣ�ϭΩ�̵ϭέ�ήΑ�έ�ϪΤϔλ�έΩ�Ζ̯ήΣ�ϢϴϧϮΘϴϣ�Ϊϧέά̴ϴϤϧ�ήΛ�Ϣϫ�̵ϭέ�ήΑ�ϭ�Ϊϧ�ϞϘΘδϣ�Ϣϫ�ί�̵ΩϮϤϋ

�ϢϴϫΩ�έήϗ�ϪόϟΎτϣ�ΩέϮϣ�̵ΩϮϤϋ��

�Ζ̯ήΣϢδΟ�Ϙϓ�έϮΤϣ�̵ϭέ�ήΑ̶��ζΨΑ˺����

�Ζϋήγ�ΎΑ�ϢδΟ�Ϊϳ�̶Ϥϧ�Ωέϭ�ϢδΟ�ήΑ�̶ϳϭήϴϧ�ϦΗϮϴϧ�ϝϭ�ϥϮϧΎϗ�ϖΒσ�ϥϮ̩�̶Ϙϓ�έϮΤϣ�̵ϭέ�ήΑ�̶ΑΎΗή̡�Ζ̯ήΣ�έΩ

�ήϔλ�ϥ�Ζ̯ήΣ�ΏΎΘη�έϮΤϣ�Ϧϳ�̵ϭέ�ήΑ�ϭ�ΪϫΪϴϣ�ϪϣΩ�ΩϮΧ�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ΖηΩ�̶Ϙϓ�έϮΤϣ�̵ΎΘγέ�έΩ�Ϫ̯�̵�Ϫϴϟϭ

Ζγ�ΖΧϮϨ̰ϳ�Ζ̯ήΣ�έϮΤϣ�Ϧϳ�̵ϭέ�ήΑ�ϢδΟ�Ζ̯ήΣ�ϦϳήΑΎϨΑ�Ζγ���

�ϪτΑέ�ΖΧϮϨ̰ϳ�Ζ̯ήΣ�ήΑ�Ϣ̯ΎΣ�ϪτΑέ�ΎϬϨΗ�˺�˺��
˻ ˺

˻ ˺

x - x
v

t - t


 
��̵�ϪψΤϟ�Ζϋήγ�έΩήΑ�Ζ̯ήΣ�Ϧϳ�έΩ�Ϫ̯�Ζγ

Ζγ�ήΑήΑ�ςγϮΘϣ�Ζϋήγ�έΩήΑ�ΎΑ���ΩΎϤϧ�ΎΑ�έ�̵�ϪψΤϟ�Ζϋήγ�ΪόΑ�ϪΑ�Ϧϳ�ίv�ϢϴϫΪϴϣ�ζϳΎϤϧ��

ϪτΑέ˺�˺��ϦϴΑ�̶ϧΎϣί�ϩίΎΑ�έΩ�ϢδΟ�Ζϋήγ�ϒϳήόΗ
˺

t��ϭ
˻

t�Ζγ��ϥ�έΩ�Ϫ̯
˻

x�έΩ�ϢδΟ�ϥΎ̰ϣ�έΩήΑ
˻

t��ϭ
˺

x�

�έΩ�ϢδΟ�ϥΎ̰ϣ�έΩήΑ
˺

t��ΕέΎΒϋ�ϭ�Ζγ�˻�˺��
˻ ˺

Äx x - x��ήΑήΑΖγ�̶ϧΎϣί�ϩίΎΑ�Ϧϳ�έΩ�ϢδΟ�̶ϳΎΠΑΎΟ�ΎΑ��

�ϪτΑέ�ϥΩή̯�ίΎΑ�ˬ�ΎΑ˺�˺��Ϫ̰Ϩϳ�ϪΑ�ϪΟϮΗ�ΎΑ�ϭ
˺

t��ϥΎϣί�ΪΒϣ�έϪΘϓή̳��ήϔλ�ήΑήΑ�έ�ϥ�ϭϢϴϫΪϴϣ�έήϗ��ϢϳέΩ��

�˼�˺��
˹

vt x x �ϥ�έΩ�Ϫ̯
˹

x�ϢδΟ�Ϫϴϟϭ�ϥΎ̰ϣ�έΩήΑ���ϭx��ϪψΤϟ�έΩ�ϢδΟ�ϥΎ̰ϣ�έΩήΑt�Ζγ��

�̵ΎΟ�ή̳v�ϢϳέΩ�ϢϴϫΩ�έήϗ�έ�ϪΤϔλ�έΩ�Ζϋήγ�̶Ϙϓ�ϪϔϟϮϣ���̊�˺��x ˹
v t x x ���

̶ΑΎΗή̡�Ζ̯ήΣ�έΩ�ˬ��Ϧϳ�̮Ϥ̯�ϪΑ�έ�ϪΤϔλ�έΩ�Ζϋήγ�ΩϮθϴϣ�ΎΠϧ�ί�Ϫ̯�ΪϫΪϴϣ�Ϟϴ̰θΗ�̵�Ϫϳϭί�̶Ϙϓ�έϮΤϣ�ΎΑ�ϢδΟ

�ϪΑ�ϪΤϔλ�έΩ�Ζϋήγ�ϩίΪϧ�ϭ�Ϫϳϭί�̵ΩϮϤϋ�ϭ�̶Ϙϓ�έϮΤϣ�̵ϭέ�ήΑ�Ζϋήγ�ϭ�Ωή̯�ϪϳΰΠΗ�̵ΩϮϤϋ�ϭ�̶Ϙϓ�̵Ύϫ�ϪϔϟϮϣ

Ωέϭ�ΖγΪΑ�έ��

�Ϟ̰η˺�˺��ήΧ�ϪΤϔλ˺˺���ςΑϭέ�Ϫ̯�ΪϴϨϴΒϴϣ�̋�˺��
˹x

v
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v
��ϭ�̌�˺��

˹y

v
siná

v
��Ϫ̯�ΪϨΘδϫ�έήϗήΑ�

�ϥ�έΩv��ϭ�ϪΤϔλ�έΩ�Ζϋήγ�έΩήΑ�ϩίΪϧ
˹xv��ϭ

˹yv�Ζϋήγ�ϩίΪϧ�Ϫϴϟϭ��ϪΑ�̵ΩϮϤϋ�ϭ�̶Ϙϓ�̵ΎϫέϮΤϣ�̵ϭέ�ήΑ

Ζγ�ϥΎθΘϣϼϋ�ϩήϤϫ��

ςΑϭέ�ϥΩή̯�ίΎΑ�ˬ�ΎΑ̋�˺��ϭ̌�˺��ϢϳέΩ���̀�˺��
˹xv v cosá ��ϭ�́�˺��

˹yv v siná ����ΎϬϧ�έΩ�Ϫ̯
˹xv�

�̶Ϙϓ�έϮΤϣ�̵ϭέ�ήΑ�ϢδΟ�Ϫϴϟϭ�Ζϋήγ��Ζγ�ΖΑΎΛ�έϮΤϣ�Ϧϳ�̵ϭέ�ήΑ�Ζϋήγ�ϥϮ̩�Ϫ̯�Ζγ�ϪΑ�Ζϋήγ�ϦϴϤϫ�ΎΑ

ΪϴϫΪϴϣ�ϪϣΩ�ΩϮΧ�Ζ̯ήΣ���ϪτΑέ�έῺ�˺��ΰϴϧ
˹yv��Ϫ̯�Ζϔ̳�ϢϴϫϮΧ�ΪόΑ�Ϫ̯�Ζγ�̵ΩϮϤϋ�έϮΤϣ�̵ϭέ�ήΑ�Ϫϴϟϭ�Ζϋήγ

Ζδϴϧ�ΖΑΎΛ�̵ΩϮϤϋ�έϮΤϣ�̵ϭέ�ήΑ�Ζϋήγ��

ϴδϘΗ�ΎΑϪτΑέ�Ϣ̀�˺��ϪτΑέ�ϪΑ̌�˺�ήΑήΑ�ΩίΎδϴϣ�̶Ϙϓ�έϮΤϣ�ΎΑ�ϥΎϣί�ΪΒϣ�έΩ�ϢδΟ�Ϫ̯�̵�Ϫϳϭί�Ζϧ̬ϧΎΗ�Ϫ̯�ϢϴΑΎϴϣ�έΩ�

Ζϋήγ�ΖΒδϧ�ΎΑ�Ϫϴϟϭ�Ζϋήγ�ϪΑ�̵ΩϮϤϋ�έϮΤϣ�̵ϭέ�ήΑ���̶Ϩόϳ�Ζγ�̶Ϙϓ�έϮΤϣ�̵ϭέ�ήΑ���̂�˺��
˹y

˹x

v
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x vcosá t x  ���Ϣϳϭήϴϣ�̵ΩϮϤϋ�έϮΤϣ�̵ϭέ�ήΑ�Ζ̯ήΣ�ύήδΑ�ϝΎΣ���

Ζ̯ήΣ��ϢδΟ̵ΩϮϤϋ�έϮΤϣ�̵ϭέ�ήΑ��ζΨΑ˻���

Ϊθ̰ϴϣ�ΩϮΧ�ΖϤδΑ�έ�ϡΎδΟ�ϡΎϤΗ�Ϧϴϣί�Ϫ̯�ϢϴϧΪϴϣ���ΎΑ�ϢδΟ�ήϫ�ϪΑ�Ϧϴϣί�Ϫ̯�̶ϳϭήϴϧ�έΪϘϣ�ΪϨ̰ϴϣ�Ωέϭ�ϒϠΘΨϣ�ϡήΟ

Ζγ�ϥΎδ̰ϳ�ΪϫΪϴϣ�ϒϠΘΨϣ�ϡήΟ�ΎΑ�̶ϳΎϬϤδΟ�ϪΑ�ϭήϴϧ�Ϧϳ�Ϫ̯�̶ΑΎΘη�Ύϣ�Ζδϴϧ�ϥΎδ̰ϳ���ΎΑ�έ�ΖΑΎΛ�ΏΎΘη�Ϧϳg�ϥΎθϧ�

ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�ΎΒϳήϘΗ�ϥ�έΪϘϣ�ϭ�ϢϴϫΪϴϣ��
˻

m

s
�́�̂ g�Ζγ�Ϧϴϣί�ΰ̯ήϣ�ΖϤγ�ϪΑ�ϩέϮϤϫ�ϥ�ΖϬΟ�Ϫ̯��

ΑΎΗή̡�Ζ̯ήΣ�έΩ�ϦϳήΑΎϨΑ�ήΑήΑ�ΏΎΘη�Ϧϳ�έΪϘϣ�Ϫ̯�Ζγ�ΖΧϮϨ̰ϳ�έΪΑΎΘη�̵ΩϮϤϋ�έϮΤϣ�̵ϭέ�ήΑ�ϢδΟ�Ζ̯ήΣ�ˬ�̶

�ΎΑg��Ζγ��ϥϮϨ̯�ΖΧϮϨ̰ϳ�έΪΑΎΘη�Ζ̯ήΣ�ήΑ�Ϣ̯ΎΣ�ςΑϭέ�ϢϴϫϮΨϴϣΪόΑ�̮ϳ�̵ϭέ�ήΑ�ϢϳέϭΎϴΑ�ΖγΪΑ�έ��

έΩ�Ϧϳ�ήΑΎϨΑ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϒϳήόΗ�έ�̵�ϪψΤϟ�ΏΎΘη�έΩήΑ�β̢γ�ϭ�ςγϮΘϣ�ΏΎΘη�έΩήΑ�ΪΘΑ�έΎ̯�Ϧϳ�̵ήΑϢϳ��

ςγϮΘϣ�ΏΎΘη�έΩήΑ���̵�ϩίΎΑ�ήΑ�ϢϴδϘΗ�ϢδΟ�Ζϋήγ�έΩήΑ�ΕήϴϴϐΗ�ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�ϢδΟ�̮ϳ�ςγϮΘϣ�ΏΎΘη�έΩήΑ

ήϴϴϐΗ�Ϧϳ�Ϫ̯�̶ϧΎϣί�έΩήΑ�ϢϳέΩ�̶Ϩόϳ�Ζγ�ϩΩΩ�̵ϭέ�Ζϋήγ���˺�˻��
v

a
Ät




��Ύϳ�˻�˻��˻ ˺

˻ ˺

v -v
a

t -t


��ΪΒϣ�ή̳�Ϫ̯

�έΩ�έ�ϥΎϣί
˺

t��ϭ�ήϔλ�ΎΑ�ήΑήΑ�ϭ
˻

t��ΎΑ�έt��ϭ
˻

v�ΎΑ�έv��ϭ
˺

v��ΎΑ�έ
˹

v��ϭa

��ΎΑ�έa��ϥΩή̯�ίΎΑ�ΎΑ�ϢϴϫΩ�ϥΎθϧ

ϪτΑέ˺�˻��ϢϳέΩ���˼�˻�
˹

a t v-v ��ϥ�έΩ�Ϫ̯
˹

v��ϭ�ϥΎϣί�ΪΒϣ�έΩ�ϢδΟ�Ζϋήγv��ϪψΤϟ�έΩ�ϢδΟ�Ζϋήγt��ϭa�

Ζγ�ϢδΟ�ςγϮΘϣ�ΏΎΘη�Ϫ̯�ΪϴϨ̯�ϪΟϮΗ�έΩήΑ��ΕήϴϴϐΗ�ΖϬΟ�έΩ�ϥ�ΖϬΟ�ϭ�Ζγ�̵έΩήΑ�̶ΘϴϤ̯�ςγϮΘϣ�ΏΎΘη�έΩήΑ

Ζγ�Ζϋήγ��

�έΩήΑ̵�ϪψΤϟ�ΏΎΘη��Ύϣί�ϩίΎΑ�Ϫ̰ϴϣΎ̴Ϩϫ�ΕήϴϴϐΗ�Ϫ̯�̵�̶ϧ�έΩήΑ�̮̩Ϯ̯�έΎϴδΑ�έΎϴδΑ�ϩΪη�ϡΎΠϧ�ϥ�έΩ�Ζϋήγ

ΩϮη�έΩήΑ�ϪΑ�ϢδΟ�ςγϮΘϣ�ΏΎΘη�έΩήΑ��ΏΎΘη�ϢϳέΩ�β̡�ΩϮθϴϣ�ϞϳΪΒΗ�̵�ϪψΤϟ���̊�˻��
Ät ˹

Äv
lim

Ät
���έΩήΑ��ΏΎΘη

�ΪϨϧΎϤϫ�̵�ϪψΤϟ�έΩήΑ�ϪψΤϟ�ΕήϴϴϐΗ�ΖϬΟ�έΩ�ϥ�ΖϬΟ�ϭ�Ζγ�̵έΩήΑ�̶ΘϴϤ̯�ςγϮΘϣ�ΏΎΘη�̵�έΩήΑ�Ζϋήγ

Ζγ��ή̳�έΩήΑ��ΪηΎΑ�ΖΑΎΛ�ϢδΟ�ΏΎΘη�έΩήΑ�ΎΑ�ςγϮΘϣ�ΏΎΘη�έΩήΑ�ϢδΟ�̵�ϪψΤϟ�ΏΎΘηΩϮθϴϣ�ήΑήΑ���ϥϮϴδϧΎϤϳΩ

�ΏΎΘη
˻

m

s
�Ζγ��

�ΖΑΎΛ�ΏΎΘη�ΎΑ�ϢδΟ�ςγϮΘϣ�Ζϋήγa���ϩίΎΑ�έΩ
˻ ˺

Ät t -t��

Α�ϪΘηΩ�ΖΑΎΛ�ΏΎΘη�ϢδΟ�ή̳�Ϫ̯�ϢϴϧΪϴϣ�̶ϧΎϣί�ϩίΎΑ�έΩ�ϢδΟ�ςγϮΘϣ�Ζϋήγ�ϩΎ̴ϧ�ΪηΎ
˻ ˺

Ät t -t�ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�

�̋�˻��˻ ˺
v +v

v
˻

��ϥ�έΩ�Ϫ̯
˺

v��ϩίΪϧ�έΩ�̶Ϩόϳ�ϩίΎΑ�̵ΪΘΑ�έΩ�ϢδΟ�Ζϋήγ
˺

t��ϭ
˻

v�ϩίΪϧ�γ�έΩ�ϢδΟ�Ζϋή

�̶Ϩόϳ�ϩίΎΑ�ϥΎϳΎ̡
˻

t�Ζγ��ϪτΑέ�ΕΎΒΛ̋�˻��έΩϮϤϧ�Ϫ̯�Ζγ�ϪϧϮ̴Ϩϳv-t��ϪτΑέ�έΩϮϤϧ�̶Ϩόϳ˼�˻���ϢϴϨ̰ϴϣ��Ϣγέ�έ

�ΐϴη�ΎΑ�Ζγέ�̶τΧ�Ϫ̯�έ�έΩϮϤϧ�ήϳί�ΖΣΎδϣ�β̡�Ζγ�̶ϳΎΠΑΎΟ�ΎΑ�ήΑήΑ�έΩϮϤϧ�ήϳί�ΖΣΎδϣa��ΎΑ�έ�ΖγÄx��

ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ�ήΑήΑ��ϢϳέΩϭ�Ζγ�ϪϘϧίϭΫ�̮ϳ�ΖΣΎδϣ�ΎΑ�ήΑήΑ�ήϳί�ΖΣΎδϣ���̌�˻�˻ ˺
v v

x Ät
˻


  �ΎΑ�Ϫ̯�



 

 ́

ϪτΑέ�ϢϴδϘΗ��ήΑÄt��ϢϳέΩ�̀�˻��˻ ˺
Äx v v

Ät ˻


���̶ϧΎϣί�ϩίΎΑ�έΩ�ςγϮΘϣ�Ζϋήγ�ΎΑ�ήΑήΑ�̠̩�ϑήσ�Ϫ̯Ät��Ζγ

Ϊη�ΕΎΒΛ�Ϣ̰Σ�ϦϳήΑΎϨΑ��

�ςΑϭέ�̮Ϥ̯�ΎΑ�ϥϮϨ̯˼�˺��ϭ˼�˻�ϭ̋�˻�ϥΎ̰ϣ�ϪϟΩΎόϣ��̶ϣ�ΖγΪΑ�έ�ΩέΩ�ΖΑΎΛ�ΏΎΘη�ϥ�Ζ̯ήΣ�Ϫ̯�̶ϤδΟ�ϥΎϣί

Ϣϳέϭ����ϝΩΎόϣ�ΪΘΑ�έΎ̯�Ϧϳ�̵ήΑ
˻

v��ϪτΑέ�ί�έ˼�˻��ΩϮθϴϣ�Ϫ̯�ϢϳέϭΎϴϣ�ΖγΪΑ�́�˻�
˻ ˺

v at v ��ϥ�έΩ�Ϫ̯
˺

v�

�έΩ�ΖϋήγϩίΎΑ�̵ΪϨΑ��̶Ϩόϳ
˺

t�Ζγ�ϪτΑέ�ϥϮϨ̯̊�˻��ϪτΑέ�έΩ�έ̋�˻��̵ΎΠΑ
˻

v�ΩϮθϴϣ�Ϫ̯�ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ�

�̂�˻��
˻ ˺

˺
v at v

˻
 ��ϪτΑέ̂�˻�ΖΑΎΛ�ΏΎΘη�ΎΑ�̶ϤδΟ�ςγϮΘϣ�Ζϋήγ�a��Ϫϴϟϭ�Ζϋήγ�ϭ

˺
v��ϪψΤϟ�έΩ

˻
t��Ζγ

ϥΎ̰ϣ�ϪτΑέ�έΩ�ϥ�ϥΩΩ�έήϗ�ΎΑ�Ϫ̯�Σ�ϥΎϣίήϪτΑέ�̶Ϩόϳ�ΖΑΎΛ�Ζϋήγ�ΎΑ�ϢδΟ�Ζ̯˼�˺�ϥΎ̰ϣ�ϪτΑέ�ϪΑ��Ζ̯ήΣ�ϥΎϣί

��Ϣϴγήϴϣ�ΖΑΎΛ�ΏΎΘη�ΎΑ�˺˹�˻��
˻

˹ ˹

˺
at v t x - x

˻
 �ϥ�έΩ�Ϫ̯

˺
v��ΎΑ�έ

˹
v��ϭt��ΎΑ�έ

˻
t�ϢϳΩΩ�ϥΎθϧ���

�έΩϮϤϧ�Ϫ̯�̶τΧ�ΐϴη�ϦϳήΑΎϨΑ�ˬ�̶ϳΎΠΑΎΟ�Ϧϳ�ϡΎΠϧ�̶ϧΎϣί�ϩίΎΑ�ϪΑ�̶ϳΎΠΑΎΟ�ΖΒδϧ�ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�Ζϋήγ�ϢϴϧΪϴϣ

ϪτΑέ˺˹�˻��έΩ�ϞϗΪΣ�έ˻�ΪϨ̯�ϊτϗ�ϪτϘϧ�Θϣ�Ζϋήγ�ΎΑ�ήΑήΑ�ΎΑ�ήΑήΑ�έΩϮϤϧ�ήΑ�αΎϤϣ�ςΧ�ΐϴη�ϭ�Ζγ�ςγϮ

Ζγ�̵�ϪψΤϟ�Ζϋήγ���ϊΑΎΗ�έΩϮϤϧ�ΐϴη�Ϫ̯�ϢϴϧΪϴϣ�ϞϴδϧήϔϳΩ�ΏΎδΣ�ίf(x)��ϪτϘϧ�έΩx��ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ
/f (x)�

�ϊΑΎΗ�ϖΘθϣ�̶Ϩόϳf(x)��ϪτϘϧ�έΩx���ΖγΪΑ�̵ήΑ�ϦϳήΑΎϨΑ�ϪτΑέ�ί�ϢδΟ�̵�ϪψΤϟ�Ζϋήγ�ϥΩέϭ˺˹�˻��ϪΑ�ΖΒδϧt�

ϢϳέΩϭ�Ϣϳήϴ̴ϴϣ�ϖΘθϣ���˺˺�˻��
˹

v at v ��ϪτΑέ�ΎΑ�ΩϮθϴϣ�ϩΪϫΎθϣ�Ϫ̯˼�˻��̶̰ϳ�ΩϮΑ�ϩΪϣ�ΖγΪΑ�ϒϳήόΗ�ί�Ϫ̯

Ζγ��

ϪτΑέ�έΩ˺˺�˻��έΩ�έ��έΩϮϤϧ�ϞϗΪΣ�Ϫ̯�̶τΧ�ΐϴη�ΰϴϧ˻��ΐϴη�ϭ�ςγϮΘϣ�ΏΎΘη�ΎΑ�ήΑήΑ�ΪϨ̯�ϊτϗ�ϪτϘϧ�αΎϤϣ�ςΧ

ϪτΑέ�έΩϮϤϧ�ήΑ˺˺�˻�Ζγ�̵�ϪψΤϟ�ΏΎΘη�ΎΑ�ήΑήΑ�ϪτΑέ�ί�̵�ϪψΤϟ�ΏΎΘη�ϥΩέϭ�ΖγΪΑ�̵ήΑ�β̡˺˺�˻��ΖΒδϧ

�ϪΑt�ΩϮθϴϣ�Ϫ̯�Ϣϳήϴ̴ϴϣ�ϖΘθϣ���˺˻�˻��a̵�ϪψΤϟ�ΏΎΘη���ϪτΑέ�ϥϮ̩�ϢϴϳϮ̴Α�ϢϴΘδϧϮΘϴϣ�ΰϴϧ�ΪΘΑ�ϥΎϤϫ�ί˺˺�˻�

�ςΧ�Ϧϳ�ΐϴη�β̡�Ζγ�ςΧ�̮ϳΏΎΘη�ϥϮ̩�ΎΠϨϳ�έΩ�Ϫ̯�Ζγ�̵�ϪψΤϟ�ΏΎΘη�ΎΑ�ήΑήΑˬ��ςγϮΘϣ�ΏΎΘη�ΎΑ�Ζγ�ΖΑΎΛ

Ζγ�̶̰ϳ��

ϪτΑέ�ί�ή̳˺˺�˻�t��ϪτΑέ�έΩ�ϭ�ϢϳέϭΎϴΑ�ΖγΪΑ�έ˺˹�˻��ϥΎϣί�ί�ϞϘΘδϣ�ϪτΑέ�ϡΎϨΑ�̵ΪϳΪΟ�ϪτΑέ�ϪΑ�ϢϴϫΩ�έήϗ

ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�Ϫ̯�Ϣϴγήϴϣ���˺˼�˻��
˻ ˻

˻ ˺
v v ˻aÄx �ϥ�έΩ�Ϫ̯

˺
v��ϭ�̶ϧΎϣί�ϩίΎΑ�̵ΪΘΑ�έΩ�ϢδΟ�Ζϋήγ

˻
v�

�έΩ�Ζϋήγ�ϭ�̶ϧΎϣί�ϩίΎΑ�̵ΎϬΘϧa��ϭ�ϢδΟ�ΏΎΘηx�ϪτΑέ��ί�ϩΪη�ϑάΣ�̶ϧΎϣί�ϩίΎΑ�έΩ�ϢδΟ�̶ϳΎΠΑΎΟ˻˹�˺�Ζγ��

�έΩ�ΖΧϮϨ̰ϳ�έΪΑΎΘη�Ζ̯ήΣ�ήΑ�Ϣ̯ΎΣ�ςΑϭέ�Ϫ̯�ϥϮϨ̯�Ϫ̯�̶τΑϭέ�έΩ�Ϫ̯�Ζγ�̶ϓΎ̯�ςϘϓ�ϢϳΩέϭ�ΖγΪΑ�έ�ΪόΑ�̮ϳ

̵ήΑ�ϢϴϫΩ�έήϗ�έ�ΏΎΘη�ϭ�Ζϋήγ�̵ΩϮϤϋ�ϪϔϟϮϣ�Ϊη�ϪΘϔ̳�Ζ̯ήΣ�Ϧϳ���ϪλϼΧ�έϮτΑ�β̡ϢϳέΩ��

�

�

�

�

ϝϭΪΟ˺�˺�

�

�˺̊�˻��
˻

˹

˺
y - y gt vsiná t

˻
   �

ϥΎ̰ϣ�ϪτΑέ�ϥΎϣί�

���˺̋�˻��v gt vsiná  �Ζϋήγ�ϪτΑέ�Ύϣίϥ�

)           ˺̌�˻� -g�ΏΎΘη�ϪτΑέ�ϥΎϣί�

�˺̀�˻��
˻ ˻

˻y ˺y(v ) (v ) ˻gÄy  �ϥΎϣί�ί�ϞϘΘδϣ�ϪτΑέ�



 

 ̂

ϪτΑέ�ί�έ�ϥΎϣί�ή̳˼�˺��ϪτΑέ�έΩ�ϭ�ϩΩή̯�ϪΒγΎΤϣ˺̊�˻��ΖγΪΑ�ϢδΟ�̶ΑΎΗή̡�Ζ̯ήΣ�ήϴδϣ�ϪϟΩΎόϣ�ϢϴϫΩ�έήϗ�

ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�Ϫ̯�Ϊϳ�̶ϣ���˺́�˻��
˻

˹ ˻

gx
y y tanáx

˻(vcosá)


  ���

̯�ΩϮη�ϪΟϮΗ�ςΑϭέ�έΩ�Ϫ˺̊�˻��ΎΗ˺́�˻�ϦϴϳΎ̡�̵Ϯγ�ϭ�ΖΒΜϣ�έ�ϻΎΑ�̵Ϯγ�Ϧϴϣί�ΰ̯ήϣ�ϑήσ�ϪΑ���ϢϴΘϓή̳�̶ϔϨϣ�έ�Ϫ̯

̶ϔϨϣ�ΏΎΘη�Ζϣϼϋ�ˬ�ΖΒΜϣ�Ϫϴϟϭ�Ζϋήγ�Ζϣϼϋ�ϪΠϴΘϧ�έΩ��Νϭ�ϪτϘϧ�ΎΗ�ΏΎΗή̡�ϪψΤϟ�ί�ϢδΟ�̶ϳΎΠΑΎΟ�Ζϣϼϋ�ϭ

Ζγ�̶ϔϨϣ�Ϧϴϣί�ϪΑ�ΩέϮΧήΑ�ΎΗ�Νϭ�ϪτϘϧ�ί�ΪόΑ�ϭ�ΖΒΜϣ��

ϻΎΑ�̵Ϯγ�Ζϣϼϋ�Ϫ̪ϧΎϨ̩��ΏΎΘη�Ζϣϼϋ�ˬ�̶ϔϨϣ�Ϫϴϟϭ�Ζϋήγ�Ζϣϼϋ�Ϣϳήϴ̴Α�ΖΒΜϣ�έ�ϦϴϳΎ̡�̵Ϯγ�Ζϣϼϋ�ϭ�̶ϔϨϣ�έ

Ζγ�ΖΒΜϣ�Ϧϴϣί�ϪΑ�ΩέϮΧήΑ�ΎΗ�Νϭ�ϪτϘϧ�ί�ϭ�̶ϔϨϣ�Νϭ�ϪτϘϧ�ΎΗ�ΏΎΗή̡�ϪψΤϟ�ί�ϢδΟ�̶ϳΎΠΑΎΟ�Ζϣϼϋ�ϭ�ΖΒΜϣ��

�̶ϗΎΑ�ϪΘ̰ϧ�ΎϬϨΗϩΪϧΎϣ�Ϫ̯�Ζγ�Ϧϳ�ϭ�ΖγΪΑ�έ�ΩήΑ�̵ΎτΧ�ΪλέΩ�ΪϳΎΑ�ζϳΎϣί�ϡΎΠϧ�ί�ΪόΑϢϳέ�Ϫ̯��ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ��

�˺̂�˻��˺˹˹�̶ΑήΠΗ�ΩήΑ��̵ήψϧΩήΑ�̶ΑήΠΗ�ΩήΑ�˰�� �ΎτΧ�ΪλέΩ���������������

�̵ήΑ�ϢϳΩΩ�έήϗ�̶γέήΑ�ΩέϮϣ�έ�̶ΑΎΗή̡�Ζ̯ήΣ�̵ήψϧ�ΕέϮμΑ�ΎΠϨϳ�ΎΗϪΑ�̶ΑήΠΗ�̶γέήΑ�ζΨΑ�ΪόΑ̵��Ϫ̯�Ϣϳϭήϴϣ

ϢϳΩΩ�ϡΎΠϧ�ˬ�ϢϳΩέϭ�ΖγΪΑ�Ϫ̯�̶τΑϭέ�̶ΘγέΩ�ϖϴϘΤΗ�̵ήΑ�̶θϳΎϣί�ΎΠϧ�έΩ��

�

�

�ζϳΎϣί��ζΨΑ˼��

�ϞϳΎγϭζϳΎϣί��

̴δΣ�ϭ�ΰϣήϗ�ϥϭΩΎϣ�ή̴δΣ�ˬ�ϝΎΘϴΠϳΩ�ΞϨγ�ϥΎϣί�ˬ�̵ΰϠϓ�ϪϟϮϠ̳�ˬ�̶ΑΎΗή̡�Ζ̯ήΣ�ϩΎ̴ΘγΩή�̵�ϪΑήο�

ζϳΎϣί�ϡΎΠϧ�εϭέ��

˺��ϩΎ̴ΘγΩ�ήϨϓ�ϪΑ�ρϮΑήϣ�ϩήϴ̴ΘγΩ�Ζ̯ήΣ�̶ΑΎΗή̡ΩϮη�ϩΩΎϣ�ϪϟϮϠ̳�ΏΎΗή̡�̵ήΑ�ήϨϓ�ΎΗ�Ϣϴθ̰ϴϣ�ΐϘϋ�ϪΑ�έ��
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ΪϨ̰ϴϣ�έΎ̰Α�ωϭήη�ΞϨδϧΎϣί�ΪϨ̰ϴϣ�ρϮϘγ�ϪΑ�ωϭήη���ϥΎϣί�ϭ�ΩϮθϴϣ�ϒϗϮΘϣ�ΞϨδϧΎϣί�Ϊη�Ωέ�έϮδϨγ�ί�ϪϟϮϠ̳�Ϫ̯�̶Θϗϭ

ΪϫΪϴϣ�ζϳΎϤϧ�έ�έϮδϨγ�ΎΗ�έΪϣ�ί�ϪϟϮϠ̳�ϪϠϴγϮΑ�ϩΪη�̶σ��

˻�Χ�έΩ�ΰϴϧ�έ�̶ϳΎΠΑΎΟ�Ϧϳ�ϡΎΠϧ�ϥΎϣί�ϭ�̶ϳΎΠΑΎΟ�ϭ�ϩΩή̯�ρϮϘγ�ϪΑ�ωϭήη�ϥϮ̰γ�ΖϟΎΣ�ί�ϪϟϮϠ̳ϢϳέΩ�έΎϴΘ��ϥΎ̰ϣ�

�ϪϟΩΎόϣ�ί�ϩΩΎϔΘγ�ΎΑ�β̡�Ϣϳήϴ̴ϴϣ�ΖΒΜϣ�έ�ϦϴϳΎ̡�ϪΑ�ϭέ�ΖϬΟ�ϭ�Ϣϳήϴ̴ϴϣ�ήϔλ�ήΑήΑ�έ�ϪϟϮϠ̳�Ϫϴϟϭ˺�˺�ϢϳέΩ��
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��Ϣϳέϭ�̶ϣ�ΖγΪΑ�έ�ζϧή̳�ΏΎΘη�ϪτΑέ�Ϧϳ�ί�Ϫ̯��

˼�ϝϭΪΟ�ϖΑΎτϣ�ή̴ϳΩ�̵Ύϫ�ϪϠλΎϓ�̵ήΑ�έ�ζϳΎϣί�Ϧϳ˺�˻�ϣ�ϡΎΠϧ�έΎΑ�ήϫ�ϭ�ϢϴϫΪϴg��ήΧ�έΩ�ϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ΏΎδΣ�έ

�Ϧϴ̴ϧΎϴϣg�ϢϴϨ̯�̶ϣ�ΏΎδΣ�έ���

̊��έΩϮϤϧy��ΐδΣ�ήΑ
˻t�Ϣϳέϭ�̶ϣ�ΖγΪΑ�έ�ζϧή̳�ΏΎΘη�έΩϮϤϧ�̵ϭέ�ί�ϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ϣγέ�έ��

̋��ϥΩέϭ�ΖγΪΑ�̵ήΑmÄg�ΎΑ�ζϧή̳�ΏΎΘη�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�̶ϨόϳϥΎϣί�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�Ϊϳ�mÄt���ϭ

ϝϮσ�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�mÄy��ϢϴηΎΑ�ϪΘηΩ�έ��mÄy�Ζγ�ήΘϤϴϠϴϣ�̮ϳ�ΎΑ�ήΑήΑ���Ϫ̯�ΎϣΩ�ί�ήϴϏ�̶τϴΤϣ�ϞϣϮϋ

�ϩΪη�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ϝϮσ�έΪϘϣ�ήΑˬϢϳήϴ̴ϴϣ�ΰϴ̩Ύϧ�έ�ϥ�ήΛ�κΨθϣ�ϝϮσ�̮ϳ�ϢϴϫϮΨϴϣ�Ϫ̯�έΎΑ�ήϫ�ϭ�Ωέά̴ϴϤϧ�ήΛ

ϼΜϣ̀̋��έΪϘϣ�ϦϴϤϫ�ˬ�Ϣϳήϴ̴Α�ϩίΪϧ�έ�ήΘϤϴΘϧΎγ̀̋�Ϣϳέϭ�̶ϣ�ΖγΪΑ�έ�ήΘϤϴΘϧΎγ��ϩίΪϧ�ϥΎϣί�ήΑ�̶τϴΤϣ�ϞϣϮϋ�Ύϣ

�ΪϧϮΘϴϣˬ�ϢϳέΪϴϣ��Ϫ̴ϧ�ΖΑΎΛ�̨ϴ̡�ϪϠϴγϮΑ�έ�ϪϟϮϠ̳�ΖϤδϗ�ϡΪ̯�Ϫ̰Ϩϳ�Ύϳ�Ϯϫ�ΖϣϭΎϘϣ�ϼΜϣ�Ωέά̳�̶ϣ�ήΛ�ϩΪη�̵ήϴ̳�ΚϋΎΑ

ΩϮη�ϩΪη�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ϥΎϣί�έΩ�ήϴϴϐΗ���ϪΑ�έ�̨ϴ̡�ϼΜϣ�ϢϳέΩ�Ϫ̴ϧ�ήΗϻΎΑ�̶Ϥ̯�̨ϴ̡�ϪϠϴγϮΑ�έ�ϪϟϮϠ̳�ή̳�ϝΎΜϣ�ϥϮϨϋ�ϪΑ

�ϪϟϮϠ̳�ΰ̯ήϣ�ϪΑ�̨ϴ̡�Ϫ̯�̶Θϗϭ�ϪΑ�ΖΒδϧ�̶̰̩Ϯ̯�έΎϴδΑ�ϪϓΎο�ΖϓΎδϣ�ϪϟϮϠ̳�Ϫ̯�ΩϮθϴϣ�ΚϋΎΑ�ϢϴϫΩ�ϝΎμΗ�ϪϟϮϠ̳�ϦϴϳΎ̡

̶ϧϻϮσ�ΚϋΎΑ�Ϫ̯�ΪϨ̯�̶σ�έ�Ζγ�ϞμΘϣ�ΩϮθϴϣ�ρϮϘγ�ϥΎϣί�ϥΪη�ήΗ��̮ϳ�ϥΩϮϤϴ̡�̵ήΑ�ϡίϻ�ϥΎϣί�ϦϴϤϫ�̵ήΑ

�ϼΜϣ�κΨθϣ�ϪϠλΎϓx��έΪϗ�ΪόΑ�ϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ΏΎδΣ�έ�ϩΪϣ�ΖγΪΑ�̵ΎϬϧΎϣί�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�ˬ�ϢϴϨ̰ϴϣ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�έΎΑ�ΪϨ̩�έ

�ϢϴϨ̰ϴϣ�ΏΎδΣ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�ϥΎϣί�ί�έ�ζϳΎϣί�έΎΑ�ήϫ�ί�ϩΪϣ�ΖγΪΑ�ϥΎϣί�ϞοΎϔΗ�ϖϠτϣ���ΐϴΗήΗ�Ϧϳ�ϪΑÄt��έΎΑ�ήϫ

Ϣϳέϭ�̶ϣ�ΖγΪΑ�έ�ζϳΎϣί��Ζγ�ϩΪη�ϩΩϮϤϴ̡�ϪϠλΎϓ�ϥΎϤϫ�ΎΑ�ήΑήΑ�ϩΪη�ϩΩϮϤϴ̡�ϪϠλΎϓ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�Ϫ̯�ΪϴϨ̯�ϪΟϮΗ��

Ϫ̰Ϩϳ�ί�ΪόΑÄt���Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�ˬ�ζϳΎϣί�ήϫ�̵ήΑ�ϩΪϣ�ΖγΪΑ�ϥΎϣί�ϖϠτϣ�̵ΎϫΎτΧ�ί�ϢϳΩή̯�ΏΎδΣ�έ�ζϳΎϣί�ήϫ�

�Ϣϳήϴ̴ϴϣ�ϪΒγΎΤϣ�̵ήΑ�ϡίϻ�ϥΎϣί�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣϭmÄg�Ϣϳέϭ�̶ϣ�ΖγΪΑ�έ���ϢϳέΩ�̶οΎϳέ�ΕέΎΒϋ�ϪΑ��
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�ϡΎΠϧήγ�ϭ�ΪηΎΑ�̶ϣ�ζϧή̳mÄg�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�Ϫ̯�Ζγ�ζϧή̳�ΏΎΘη��
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ϖϠτϣ�̵ΎτΧ�ΩΎϤϧ�έΎΘηϮϧ�Ϧϳ�έΩ�Ϫ̯�Ζγ�ϦΘϔ̳�ϪΑ�ϡίϻ�ΰϴ̩ΰϫ�ί�ϞΒϗ�ήϴϴϐΗ�ϝϮσ���ΩΎѧϤϧ�ΎΑx�����ϖѧϠτϣ�̵ΎѧτΧ�ΩΎѧϤϧ�ϭ��έ�ϭήѧϴϧ��ΎѧΑ�f��

ΩΩ�ϢϴϫϮΧ�ϥΎθϧ�̮ϴϟΎΘϳ�ϑϭήΣ�̶Ϩόϳ�ϤΗ�ϼ̯�ϭΎ����ΩϮѧθϴϣ�ϩΩΩ�ζϳΎѧϤϧ�̮ѧϴϟΎΘϳ�ϑϭήѧΣ�ΎΑ�ϖϠτϣ�̵ΎϫΎτΧ�̶ϣ�������ϞѧλΎΣ�ΖѧϗΩ�Ϫѧ̯�ΩϮѧη�ϪѧΟϮΗ

�ΪϨ̩�ϊϤΟΩΪϋ��ΰϴϤϣ�ί�ΪόΑ�έΎθϋ�ΎΑ�ήΑήΑ̵ΩΪϋ��������ΪѧϨ̩�Ώήѧο�ΩέϮѧϣ�έΩ�ϭ�ΩέΩ�έ�ΰѧϴϤϣ�ί�ΪѧόΑ�έΎѧθϋ�έΪϘϣ�ϦϳήΘϤ̯�Ϫ̯�Ζγ�ΩΪѧϋ���ΩΪѧόΗ

ΎΑ�ήΑήΑ�ϞλΎΣ�ΩΪϋ�̵ΎϬϤϗέ�Ζγ�ΩέΩ�έ�̶Ϩόϣ�ΎΑ�ϡΎϗέ�ΩΪόΗ�ϦϳήΘϤ̯�Ϫ̯�Ζγ�̵ΩΪϋ��

ϤΟ�ί�ΪόΑ�έΎΘηϮϧ�Ϧϳ�έΩ�ΕΎΒγΎΤϣ�ϡΎϤΗ�έΩΏήο�Ύϳ�ϊ�Ζγ�ϩΪη�Ωή̳�ΖϗΩ�ϥ�ΎΑ�έ�ΩΪϋ�ϥ�ϞλΎΣ�ΩΪϋ�ΖϗΩ�ϦϴϴόΗ�ϭ�ΩΪϋ���

ϧΎϗ�̭Ϯϫ�ϥϮ�ζΨΑ˺��

�

ΩϮθϴϣ�ϩΩήθϓ�Ύϳ�ϩΪϴθ̯�ήϨϓ�ϭήϴϧ�ΖϬΟ�ϪΑ�̶̴ΘδΑ�ϢϴϨ̯�Ωέϭ��̶ϳϭήϴϧ�ήϨϓ�̮ϳ�ϪΑ�Ϫ̪ϧΎϨ̩��̵ήΑ�Ϫ̯�̶ϳϭήϴϧ�Ϫ̪ϧΎϨ̩

ϐΗ�ϭήϴϧ�Ϧϳ�ήσΎΧ�ϪΑ�̶Ϩόϳ�ΪϨ̰ϧ�ίϭΎΠΗ�̶λΎΧ�ΪΣ�ί�ϢϳήΒϴϣ�έΎ̰Α�ήϨϓ�ϥΪϴθ̯�ΪΣ�ί�ΩϮΧ�̵ΩΎϋ�ϝϮσ�ί�ήϨϓ�ϝϮσ�ήϴϴ

�̵ϭήϴϧ�έΪϘϣ�ΎΑ�ΐγΎϨΘϣ�ΩϮΧ�̵ΩΎϋ�ϝϮσ�ί�ήϨϓ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�ΩϮθϧ�ήΘθϴΑ�ΩϮθϴϣ�ϩΪϴϣΎϧ�ήϨϓ�̶ϧΎδθ̯�ΪΣ�Ϫ̯��̶λΎΧ

ΪηΎΒϴϣ�ήϨϓ�ϪΑ�ϩΩέϭ��ΩέϮϣ�ρήη�Ϧϳ�ΎΑ�έ�̭Ϯϫ�ϥϮϧΎϗέΎΘηϮϧ�Ϧϳ�έΩ�Ϫ̯�ΩϮη�ϪΟϮΗεΎ̰Ϩ̯��ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ���

ΎΑ�ΐϴϋ�̶Α�ϭ�ϢϟΎγ�ήϨϓ�ϊϗϭ�έΩ�Ζγ�ήϳί�̶̳̬ϳϭ�Ϫγ�̵έΩ�ΩϮθϧ�ϩΪϴθ̯�ΩϮΧ�̶ϧΎδθ̯�ΪΣ�ί�ήΘθϴΑ�Ϫ̯�̶σήη��

��˺���̵ϭήϴϧ�ϥΪϣ�Ωέϭ�̵ί�ϪΑF��ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�̵έΩ�ήϨϓÄX����ϥ�έΩ�Ϫ̯�ΩϮθϴϣ�˺�˺��� X˺-X˹��� ÄX��

X˹ ��ήϨϓ�Ϫϴϟϭ�ϝϮσX˺��Ζγ�̶̳Ϊϴθ̯�ί�ΪόΑ�ήϨϓ�ϝϮσ�����

˻��ΎΑ�ΐγΎϨΘϣ�έϭάΠϣ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗÄX��̵̫ήϧ�ήϨϓ�έΩ�ΩϮθϴϣ�ϩήϴΧΫ�̶ϧΎδθ̯�ϞϴδϧΎΘ̡��

˼��̵ϭήϴϧ�ή̳F�̵ϭήϴϧ�ϢϴϨ̯�ϑάΣ�έ-F�ΪϧΩή̴ϴϣήΑ�Ϫϴϟϭ�Ζϟ�ΎΣ�ϪΑ�έ�ήϨϓ��

ήϴϴϐΗ�ΩϮη�ήΘθϴΑ�ϥ�̶ϧΎδθ̯�ΪΣ�ί�ήϨϓ�ϝϮσ�Ϫ̯�ΩϮθϧ�ΚϋΎΑ��ήϨϓ�ήΑ�Ωέϭ�̵ϭήϴϧ�ή̳�Ϫ̯�ϢϴΘϔ̳�̶Ϩόϳ�ήϨϓ�ϝϮσ�Ε

ÄX���̶Ϩόϳ�ϩΩέϭ�̵ϭήϴϧ�ΕήϴϴϐΗ�ΎΑF��ΩϮΧ�Ϫ̯F��ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ��˻�˺��F˺-F˹ �� F������̶Ϩόϳ�Ζγ�ΐγΎϨΘϣ

�˼�˺���ÄX��F��

ή̳�ϊϗϭ�έΩF�έn ��ϢϴϨ̯�ήΑήΑÄX��ΰϴϧn�����ΖΒδϧ�ή̴ϳΩ�ΕέΎΒϋ�ϪΑ�ΩϮθϴϣ�ήΑήΑ
F
x




���έΪϘϣ�Ϧϳ�Ϫ̯�Ζγ�ΖΑΎΛ

Ϫ̯�ϢϴϳϮ̴ϴϣ�ήϨϓ�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�έ�ΖΑΎΛ��ϥ�ΩΎϤϧK �ϢϳέΩ�β̡��Ζγ�̊�˺���K�� 
F
X



���

ϪϟΩΎόϣ�Ώήο�ΎΑ�ϪϣΩ�έΩ̊�˺�έΩÄX����ϢϳέΩ��̋�˺����ÄX�K� F���ήϨϓ�ϡήΟ�ί�ήψϧ�ϑήλ�ΎΑ�ή̳�ϪϣΩ�έΩ�ϭ

�έ�ϥ�ήΑ�Ωέϭ�̵ϭήϴϧ�̶Ϩόϳ�Ϣϳήϴ̴Α�ήϔλ�ΩέΩ�έ�ΩϮΧ�̵ΩΎϋ�ϝϮσ�ήϨϓ�Ϫ̰ϴϣΎ̴Ϩϫ�έΩ˹�F˹=��ϪϟΩΎόϣ�ϩΎ̴ϧ̋�˺���ϪΑ����

��̌�˺��ÄX�F=K���ΩΎϤϧ�̵ΎΟ�ϪΑ�ϥϮΘϴϣ�Ϫ̯�ΩϮθϴϣ�ϞϳΪΒΗÄX�ΩΎϤϧ�ί�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�̵ήΑX �Ωή̯�ϩΩΎϔΘγ�ΰϴϧ̶Ϩόϳ����

��̀�˺���F=KX�ί�ϦϤο�έΩ�ϭήϴϧ�ΖϬΟ�Ϫ̰ϴϳΎΠϧ�Ζγέ�ϑήσ�Ζγ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�ΖϬΟ�ϑϼΧ�ήϨϓ�ϩΪϨϧΩή̳ίΎΑ�̵

�ϪϟΩΎόϣ̌�˺�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ώήο�̶ϔϨϣ�̮ϳ�έΩ�έ�ϢϳέΩ�̶Ϩόϳ��́�˺F=-KX(��ϪτΑέ�ή̴ϳΩ�ΕέϮλ̌�˺ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ��������������

�̂��˺�
FK -
X

���

�ϪϟΩΎόϣ�ϥϮϴδϧΎϤϳΩ�ϪΑ�ϝΎΣ̊�˺��ί�ϭ�ϢϳίΪϧΎϴϣ�̶ϫΎ̴ϧ�̵Ύ̰ϳ�ΎΠϧK �ϢϳέΩ�ϦϳήΑΎϨΑ�ϢϳέϭΎϴϣ�ΖγΪΑ�έ��

�ϥϮϴδϧΎϤϳΩ�Ϫ̯�ϢϴϧΪϴϣF ��ΎΑ�Ϫ̯�Ζγ�ϦΗϮϴϧ�ΎΑ�ήΑήΑN�ΩϮθϴϣ�ϩΩΩ�ϥΎθϧ��ϥϮϴδϧΎϤϳΩ�ϭX��̶Ϩόϳ�ήΘϣ�ΎΑ�ήΑήΑm���Ζγ

�Ζϣϼϋ�ϞΧΩ�έΩ�έ�ΖϴϤ̯�ϥ�ΖϴϤ̯�̮ϳ�ϥϮϴδϧΎϤϳΩ�ϥΩΩ�ϥΎθϧ�̵ήΑ�Ϫ̯�ΩϮη�ϪΟϮΗ �ϣ�έήϗϢϴϫΪϴ��ϝΎΜϣ�̵ήΑ



 

 ˼˼

 
 
 

NF
K

X m
 

��ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�ϭήϴϧ�ϥϮϴδϧΎϤϳΩN��  F���ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�ϭήϴϧ�ή̴ϳΩ�ϥϮδϧΎϤϳΩ 
m

F Kg

sec




�����ϝΎΣ

�ϥϮϴδϧΎϤϳΩK �Ϣϳέϭ�̶ϣ�ΖγΪΑ�έ��

�

���������˺˺�˺�����Ύϳ��˺˹�˺������

�

ϪτΑέ�ϪΑ�ϪΟϮΗ�ΎΑ̊�˺�ϴϧ�ϢϴδϘΗ�ΎΑ�Ϫ̯�ϢϴΑΎϴϣ�έΩήϭ�Ϫ̯�ΩϮη�ϪΟϮΗF˹ ˹��ϩΪη�ϝΎϤϋ�̵ϭήϴϧ�ΎΑ�ϭήϴϧ�ΕήϴϴϐΗ�β̡�Ζγ

Ζγ�̶̰ϳ�ήϨϓ�ϪΑ���ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�̵ήΑ�ϡίϻ�̵ϭήϴϧ�ϊϗϭ�έΩ�ϝϮσ�ΕήϴϴϐΗ�ϪΑ�ϭ�Ϣϳ�ϩΩέϭ�ΖγΪΑ�έ�ϝϮσ�̵Ύ̰ϳ�ϩίΪϧ�ϪΑ

�ϝϮϣήϓ�ϢϴϧϮΘϴϣ�Ζγ�ΖΑΎΛ�έΪϘϣ�Ϧϳ�ϥϮ̩�Ϊη�ϪΘϔ̳�ϼΒϗ�Ϫ̯�έϮτϧΎϤϫ̀�˺�ί�έ�ϢϳέΩ�̶Ϩόϳ�Ϣϳέϭ�ΖγΪΑ�ΐγΎϨΗ�ϩέ��

��

��˺˻�˺��F=KX��

�

�ϪτΑέ�ϥΎϤϫ�ΩϮθϴϣ�ϩΪϫΎθϣ�Ϫ̯̀�˺��ί�ϩΩΎϔΘγ�ΎΑ�ϊϗϭ�έΩ�ΖγK���Ϫ̯�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϝϻΪΘγ�έϮσ�ϦϳK��ΚϋΎΑ�ϭήϴϧ�ϦΗϮϴϧ

�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ˺��ϝΎΣ�ΩϮθϴϣ�ήΘϣX�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�ήΘϣ��Ύϳ�ΪϫϮΨϴϣ�̶ϳϭήϴϧ�Ϫ̩F�Ϩ̰ϴϣ�ΩΎΠϳ�̶ϟϮσ�ήϴϴϐΗ�Ϫ̩�ϭήϴϧ�ϦΗϮϴϧ�Ϊ

�ΐγΎϨΗ�ϪΑ�ήΠϨϣ�ϝϻΪΘγ�Ϧϳ�Ϫ̯έ�ϪτΑ˺˺�˺��ΎΠϧ�ί�ϩΪη F �Ύϳ X ϢϳέϭΎϴϣ�ΖγΪΑ�έ��ΖϬΟ�ϦϴϴόΗ�̵ήΑ�ϪΘΒϟF ��ΪϳΎΑ

�ϪϟΩΎόϣ�Ζγέ�ϑήσ�έΩ˺˺�˺�Ϣϳέά̴Α�̶ϔϨϣ�Ζϣϼϋ��

�ϪτΑέ�̶ΘγέΩ�ϖϴϘΤΗ�ϭ�ΎϫήϨϓ�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�ϥΩέϭ�ΖγΪΑ�̵ήΑ�ϝΎΣ̊�˺�Ϣϴϧΰϴϣ�ζϳΎϣί�ϪΑ�ΖγΩ��

�

ζϳΎϣί�ζΨΑ˻��

�

ϡίϮϟ�ίΎϴϧ�ΩέϮϣ ˬ�ΕϭΎϔΘϣ�ΕΎμΨθϣ�ΎΑ�ήϨϓ�ϭΩϪϧίϭ�ˬϭίήΗ�ζ̰τΧ�ˬΝέΪϣ�̵ΩϮϤϋ�ϪϳΎ̡�ˬϒϠΘΨϣ�̵Ύϫ�

�

έΎ̯�εϭέ��

˺�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϥΰϳϭ�ΝέΪϣ�̵ΩϮϤϋ�ϪϳΎ̡�̶Ϙϓ�ϪϠϴϣ�ί�έ�ΩέΩ�̵ήΘ̳έΰΑ�ήτϗ�Ϫ̯�̵ήϨϓ��

˻����̵Ύϫ�Ϫϧίϭ�ήϨϓ�̵ΎϬΘϧ�ϪΑgr˻˹ˬgr˼˹ˬgr̊˹ˬgr̋˹��ϭgř˹��ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�ΩέϮϣ�ήϫ�έΩ�ϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϥΰϳϭ�ϝϮσ�ί

ϢϴϨ̰ϴϣ�ΏΎδΣ�έ�Ϫϴϟϭ���ΎΗ�Ϫ̰ϠΑ�ΪηΎΑ�ϩΪη�ϪΘϔ̳�̵Ύϫ�Ϫϧίϭ�ϡήΟ�ΎΑ�ϖΑΎτϣ�ϼϣΎ̯�Ύϫ�Ϫϧίϭ�ϡήΟ�Ζδϴϧ�ϡίϻ�Ϫ̯�ΪϴϨ̯�ϪΟϮΗ

έ�Ύϫ�Ϫϧίϭ�ϡήΟ�ϥϮΘϴϣ�ϡή̳�̮ϳ�ΩΩ�ήϴϴϐΗ���̶ϣ�ήϨϓ�ί�̶ϣήΟ�Ϫ̩�ΎΑ�̶ϳΎϫ�Ϫϧίϭ�Ϫ̩�Ϫ̯�ΪϨ̰ϴϤϧ�̶ϗήϓ�̶Ϡ̯�ΖϟΎΣ�έΩ

ϪΑ�Ϫ̯�̶ϳϭήϴϧ�Ϫ̯�ΖηΩ�ϪΟϮΗ�ΪϳΎΑ�ςϘϓ�Ϣϳΰϳϭ�ΩϮθϧ�ήϨϓ�̶ϧΎδθ̯�ΪΣ�ί�ήΘθϴΑ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�ΚϋΎΑ�ΩϮθϴϣ�Ωέϭ�ήϨϓ��

̊�̰γ�ΖϟΎΣ�ϪΑ�ΎΗ�ϢϳέϭΎϴϣ�ϦϴϳΎ̡�̶ϣέ�ϪΑ�έ�ϥ�ϢϳΰϳϭΎϴϣ�ήϨϓ�ϪΑ�έ�Ϫϧίϭ�Ϫ̰ϴϣΎ̴Ϩϫ�ήϨϓ�ϥΎγϮϧ�ί�̵ήϴ̳ϮϠΟ�̵ήΑϮ�ϥ

ϢϴϨ̰ϴϣ�̵έΩΩϮΧ�ήϨϓ�ϪΑ�ϞμΘϣ�Ϫϧίϭ�ϥΩή̯�Ύϫέ�ί�ϭ�ΪϳΎϴΑέΩ��

K(N) (m)

F(N) X(m)






 

 ˼˽

˺

-˻
F ˼�̂ ˺˹ N NK= ̊�̌
X ḿ�̊ ˺˹ m


  



˼�̩Ϯ̯�ήτϗ�ΎΑ�ήϨϓ�̵ήΑ�έ�ΎϫέΎ̯�ϦϴϤϫϢϴϫΪϴϣ�ϡΎΠϧ�ήΘ̰��

̊�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ϣγέ�ήϨϓ�ήϫ�̵ήΑ�έ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�ΐδΣ�ήΑ�ϭήϴϧ�ΕήϴϴϐΗ�έΩϮϤϧ��έΩϮϤϧ�ήϳί�ΖΣΎδϣ�ϭ�ςΧ�ΐϴη�β̢γ�ϭ

ϢϴϨ̰ϴϣ�ϥΎϴΑ�Ϣϳήϴ̴ϴϣ�Ϫ̯�έ�̵�ϪΠϴΘϧ�ϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ϊϴ̡�έ��

̋�Ϣϳέϭ�̶ϣ�ΖγΪΑ�έ�ΝέΪϣ�̵ΩϮϤϋ�ϪϳΎ̡�ζ̰τΧ�ϭ�ϭίήΗ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ΖϗΩ��

β̡�ί��ζϳΎϣί�ϡΎΠϧΩΎϘϣ�ϝϭΪΟ�ήϳήϳί�ήΘ̳έΰΑ�ήτϗ�ΎΑ�ήϨϓ�̵ήΑ�Ϊϣ�ΖγΪΑ�

�

�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ

ϭήϴϧ�

f�
(N) 

ϭήϴϧ�

F=mg 
(N)�

�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ

ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�

x�
m)��

ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�

X 
(m)�

ϡήΟ�

m 
(kg) 

̋˺˹́�̂�˺˺˹̂�˺�˹˹˺�˹�˻˺˹˼�̊�˻˺˹̂́́�˺�˺�
̋˺˹́�̂�˺˺˹̂�˻�˹˹˺�˹�˻˺˹̌�̌�˻˺˹̂̂̌�˻�˻�
̋˺˹́�̂�˺˺˹̂�˼�˹˹˺�˹�˻˺˹̊�́�˻˺˹̂́˹�˼�˼�
̋˺˹́�̂�˺˺˹́�̊�˹˹˺�˹�˻˺˹́�˺˹�˻˺˹̂˼̂�̊�̊�
̋˺˹́�̂�˺˺˹̂�̋�˹˹˺�˹�˻˺˹˹�˺˼�˻˺˹̂̀˻�̋�̋�

ϝϭΪΟ˺�˻��

˺�ϝϭΪΟ�έΩ˺�˻�έΪϘϣg��ΎΑ�ήΑήΑ
˻

m

s
́�̂Ζγ�ϩΪη�ϪΘϓή̳��

˻��ϝϭΪΟ�έΩ˺�˻��ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�ήϨϓ�ήΑ�Ωέϭ�̵ϭήϴϧmg ��̶Ϩόϳ�˺�˻��F=mg �� 

�˼�τϣ�̵ΎτΧ�ήϴϴϐΗ�ϖϠϝϮσ�ζ̯�ςΧ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ΖϗΩ�ΎΑ�ήΑήΑ�̶Ϩόϳ�ΝέΪϣ�̵ΩϮϤϋ�ϪϳΎ̡˹˹˺�˹�Ζγ�ήΘϣ��

̊��ϝϭΪΟ�έΩ˺�˻�έΪΑήο�Ύϫ�Ϫϧίϭ�ϥΩή̯�ϥίϭ�̵ήΑ�ϩΪη�ϩΩήΑ�έΎ̯�ϪΑ�̵ϭίήΗ�ΖϗΩ�ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�ϭήϴϧ�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ

�έΪϘϣg���

ϪτΑέ�ί�έ�ήϨϓ�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�ϝΎΣ̀�˺�ΖϟΎΣ�ήϫ�̵ήΑ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ΏΎδΣ��

˺

˻

F ˺�̂ ˺˹ N Nk= ̊� ̊
X m̊�˼ ˺˹ m






  


�ΖϟΎΣ�̵ήΑ˺�

˺

˻

F ˻�̂ ˺˹ N NK= ̊� ̊
X m̌�̌ ˺˹ m






 


ΖϟΎΣ�̵ήΑ˻�

���ΖϟΎΣ�̵ήΑ˼

�����������������������������������������������������������������������������ΖϟΎΣ�̵ήΑ̊�

����������������������������������������������������������������������������ΖϟΎΣ�̵ήΑ̋�

-˺

-˺
F ̊�́×˺˹ N NK= ̊� ̊
X m˺�˹́×˺˹ m

  

-˺

-˺
F ̋�́×˺˹ N NK= ̊�̋
X m˺�˼˹×˺˹ m

  



 

 ˼˾

̋
̊

˺

̂�́ ˺˹ N
˻�̋ ˺˹

F ˼�̂ ˺˹ N
f 




 
  



Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�ϝΎΣK �Ϣϳέϭ�̶ϣ�ΖγΪΑ�έ�

�ΖγΪΑ�έ�ήϨϓ�ήΑ�Ωέϭ�̵ϭήϴϧ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�β̢γ

�����������������������������������������������������������������������ϢϳέϭΎϴϣ

ϢϳέϭΎϴϣ�ΖγΪΑ�έ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�̮Ϩϳ�ϭ  � �

��

��

ϣ�ήϳΩΎϘϣ�ί�ϩΩΎϔΘγ�ΎΑ�ϥϮϨ̯�̵ήΑ�Ϫ̯�̶Ϩϴ̴ϧΎϴX�ˬF�ϭK�ϭ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�ϖϠτϣ�̵ΎϫΎτΧ�ήϳΩΎϘϣ�ϭ�ϢϳΩέϭ�ΖγΪΑ�

ΖγΪΑ�έ�ήϨϓ�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ�ΎΠϧ�ί�ϩΩέϭ�ΖγΪΑ�έ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�ϭ�ϭήϴϧ�̶Βδϧ�̵Ύϫ�ΎτΧ�ˬϭήϴϧ��

ϢϳέΩ�β̡�Ϣϳέϭ�̶ϣ�����������������������������������������������������������������������������

 

��������������������������������������ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�ϭήϴϧ�̶Βδϧ�̵ΎτΧ 

�

�

����������������������������������������������������ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�̶Βδϧ�̵ΎτΧ 

�

�˻�˻��

������

��έΩ˺�ί
F

K=
X

ϢΘϳέΎ̴ϟ�έΩ�ϭ�ϪΘϓή̳�̶όϴΒσ˻��έΩ�β̢γ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ίΎΑ�έ�ϥ˼�ϖΘθϣ�ϥ�ί�έΩ�ϭ�Ϣϳήϴ̴ϴϣ̊��̶ϔϨϣ�Ζϣϼϋ

ϪτΑέ�ϪΑ�ϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϞϳΪΒΗ�ΖΒΜϣ�ϪΑ�έ˻�˻�Ϣϴγήϴϣ�� 

�ϪτΑέ˻�˻�ϪϟΩΎόϣ�Ώήο�̶Βδϧ�̵ΎτΧ̂�˺̶ϔϨϣ�Ζϣϼϋ�ϥϭΪΑ�Ζγ��έ�ήϨϓ�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ�ΎΠϧ�ί�Ϫ̯

ϢϳέϭΎϴϣ�ΖγΪΑ��ϥϮ̩�Ϫ̯�Ζγ�ή̯Ϋ�ϞΑΎϗ�ϭ�̵ΎτΧ�έΪϘϣ�ϦϳήΘθϴΑ�ϝΎΒϧΪΑ�ΎϣϖϠτϣ�ΖϤδϗ�έΩ�ϢϴΘδϫ̊��ϻΎΑ�ϪΒγΎΤϣ

ϢϴϨ̰ϴϣ�ϞϳΪΒΗ�ΖΒΜϣ�Ζϣϼϋ�ϪΑ�έ�̶ϔϨϣ�Ζϣϼϋ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϪΒγΎΤϣ�̵ΩΪϋ�υΎΤϟ�ί�έ�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ�ϝΎΣ��

�

������������������������������������ 

Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�έΪϘϣ�Ύϣ k �έ�ήΘ̳έΰΑ�ήτϗ�ΎΑ�ήϨϓ�̵ήΑ
N

m
̋�̊�̵ΎτΧ�έΪϘϣ�ϪΑ�ϪΟϮΗ�ΎΑ�ϭ�ϢϳΩέϭ�ΖγΪΑ�ϖϠτϣK �ϢϳέΩ��

�˼�˻��K- K<K+k k  ��̵ΎτΧ�ϩϭϼϋ�ϪΑ�ήϨϓ�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣˬέΪϘϣ�ϭΩ�ϦϴΑ�ήϨϓ�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�έΪϘϣ�̶Ϩόϳ

Ζγ�ϥ�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ�̵ΎϬϨϣ�ήϨϓ�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�ϭ�ϥ�ϖϠτϣ��έΪϘϣ�ϑϼΘΧ�ϖϠτϣ�έΪϗ�ϊϗϭ�έΩ��̶ϘϴϘΣk ��ϭ

�Ϧϴ̴ϧΎϴϣk�̶ϨόϳK��̵ήΑ�ϩΪϣ�ΖγΪΑ�ήϳΩΎϘϣ�̵ήϴ̳�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�ί�Ϫ̯k �ζϳΎϣί�ί�ΖγΪΑ�Ϊϣ��ήΑήΑΖγ��̵ΎτΧ�ΎΑ

̶Ϩόϳ�ήϨϓ�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�ϖϠτϣ��̊�˻��K-K k �ϪϟΩΎόϣ�έΩ�ϝΎΣ˻�˻��̶ϘϴϘΣ�έΪϘϣΩϭΪΣ�ϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ�̵έά̳�ΩΪϋK��

̋˺ ˻ ˼ ̊
˺F +F +F +F +F ˺̂� ̊ ˺˹ ˺F ˼�̂ ˺˹ N

̋ ̋

    

˻
˻̋˺ ˻ ˼ ̊

X +X +X +X +X ̊˼�˺ ˺˹X ́�̌ ˺˹ m
̋ ̋




   

F Ln F Ä Ä Ä Ä Ä Ä˺ ˻ ˼ ̊K= Ln K= Ln K=Ln F-Ln X = - = +
X Ln X K F X K F X

k f x k f x
   

̊ ˻K( ) ̊�̋ (˻�̋ ˺˹ ˺�˺ ˺˹ )
F X
f xk k   

        
˻ N

̋� ˹ ˺˹
m

 

̋˺ ˻ ˼ ̊
K K K K K ˻˻�˼ NK ̊�̋

̋ ̋ m
   

  

-˼
˻

-˻
˺˹ m

˺�˺ ˺˹
X ́�̌×˺˹ m
x 
  



 

 ˼˿

γΪΑ�έ��ϢϳέϭΎϴϣ�Ζ��̋�˻��̊̋˹�̊�K�˼̋˹�̊Ϫ̯��ΎΑ�ήΑήΑ�ΖϴϤ̯�ΪϨ̩�ϊϤΟ�ϞλΎΣ�ΖϗΩ�ΖηΩ�ϪΟϮΗ�ΪϳΎΑ�̵ΩΪϋ�ί

�ϦϳήΘϤ̯�Ϫ̯�ϩΪη�ϊϤΟ�̵ΎϬΘϴϤ̯�ϥΩέΩ�έ�έΎθϋ�ί�ΪόΑ�Ϣϗέ�β̡�ΩέΩ�έ�ϢϳέΩ�������̌�˻���̊�̊�K��˼�̊��

�έΩϮϤϧ�ϝΎΣF=KX��ϢϴϨ̰ϴϣ�Ϣγέ�έ��̯�ΪϴηΎΑ�ϪΘηΩ�ϪΟϮΗϝϮσ�ήϴϴϐΗ�ϪΑ�ρϮΑήϣ�̶Ϙϓ�έϮΤϣ�Ϫ���ήΑ�ϥ�ΪΣϭ�Ϫ̯�Ζγ

Ζγ�ϦΗϮϴϧ�ΪΣϭ�ΎΑ�ϭήΒϧ�ϪΑ�ρϮΑήϣ�̵ΩϮϤϋ�έϮΤϣ�ϦϴϨ̪Ϥϫ�ϭ�Ζγ�ήΘϣ�̶Ϙϓ�έϮΤϣ�̵ϭέ��

���F(N)�� 

�

�

�

�

�

�  

�

�

�

έΩϮϤϧ�˺�˻��� 

� 

�X(m)         ��

 

�ΎΑ�ήΑήΑ�ϩΪη�Ϣγέ�ςΧ�ΐϴηΪϴϨ̰ϴϣ�ϩΪϫΎθϣ�Ϫ̯�έϮσ�ϥΎϤϫ
F

X
��Ϫ̯�̵ΩήϔϨϣ�ρΎϘϧ�ϭ�Ζγ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�ϥΎϤϫ�Ύϳ

�̵ΎϬΒΗήϣ�Νϭί�ΪϴϨϴΒϴϣ`�ϝϮσ�ήϴϴϐΗˬϭήϴϧ��^�̶πόΑ�ϑήΤϧ�Ϫ̯�Ϊϧ�ϩΪϣ�ΖγΪΑ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ϭ�ζϳΎϣί�ί�Ϫ̯�ΪϨΘδϫ

�ή̴θϳΎϣί�ΩϮΧ�Ζγ�Ϧ̰Ϥϣ�ΎτΧ�ϊΑΎϨϣ�Ϫ̯�ΪηΎΒϴϣ�ΎτΧ�ί�̶ηΎϧ�ΎϬϧ�ίήϨϓ�Ύϳ�ΖϗΩ�Ύϳ�ζϳΎϣί�ΩέϮϣ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�

ϭίήΗ�Ύϳ�ϩΩΎϔΘγ�ΩέϮϣ�ζ̯�ςΧΎϫΎτΧ�Ϧϳ�ωϮϤΠϣ�Ύϳˬ�ΪηΎΑ��ϭΩ�ήϫ�ϩΪϨϨ̯�Ϟλϭ�ςΧ�ΐϴη��Ϫ̯�ΩϮθϴϣ�ϩΪϫΎθϣΪϨ̩�Ύϳ�

Ζγ�ήΑήΑ�ςΧ�ΐϴη�ΎΑ�ΎΒϳήϘΗ�ϪτϘϧ�έΪϘϣ�ΎΑ�Ϟλϭ�ςΧ�ΐϴη�Ϫ̯�̶σΎϘϧ�έΩ�ϭK�Ζγ�ΎτΧ�ί�̶ηΎϧ�Ζδϴϧ�ήΑήΑ��

ήπϠλΎΣ�ϒμϧ�ΎΑ�ήΑήΑ�ΰϴϧ�έΩϮϤϧ�ήϳί�ΖΣΎδϣ�έΎ̯�ΎΑ�ήΑήΑ�Ϫ̯�Ζγ�ήϨϓ�̶ϳΎΠΑΎΟ�ϥΎϤϫ�Ύϳ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�έΩ�ϭήϴϧ�Ώ

ΎΠϧ�ήΑήΑ�έΩϮϤϧ�ήϳί�ΖΣΎδϣ�β̡�ΩϮθϴϣ�ϩήϴΧΫ�ήϨϓ�έΩ�έΎ̯�Ϧϳ�ϡΎΠϧ�̵ήΑ�ϡίϻ�̵̫ήϧ�Ϫ̯�ΪηΎΒϴϣ�ήϨϓ�̵ϭέ�ϩΪη�ϡ

ϢϳέϭΎϴϣ�ΖγΪΑ�έ�έΩϮϤϧ�ήϳί�ΖΣΎδϣ�ϝΎΣ�Ζγ�ήϨϓ�έΩ�ϩΪη�ϩήϴΧΫ�̶ϧΎδθ̯�ϞϴδϧΎΘ̡�̵̫ήϧ�ΎΑ��

�̀�˻�
˺

S= FX
˻

�ϥ�ωΎϔΗέ�ϭ�ήϨϓ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�έ�ϥ�ϩΪϋΎϗ�Ϫ̯�Ζγ�ΚϠΜϣ�̮ϳ�Ϟ̰η�έΩϮϤϧ�Ϟ̰η�Ϫ̯�ΪϴϨ̯�ϪΟϮΗ�

ϢϴΘϓή̳�ήϨϓ�ήΑ�Ωέϭ�̵ϭήϴϧ��έ��ϪτΑέ�̶Ϩόϳ�ϥ�ϝΩΎόϣ�ϭήϴϧ�̵ΎΟ�ϪΑ�ϝΎΣ̀�˺��ήϳί�ΖΣΎδϣ�ϭ�Ϣϳέά̴ϴϣ�έ�

έΩϮϤϧ��ΎΑ�ΩϮθϴϣ�ήΑήΑ�́�˻�˻
˺

S KX
˻

��Ϫ̯�ήϨϓ�έΩ�ϩΪη�ϩήϴΧΫ�̵̫ήϧ�ΎΑ�ήΑήΑ�ΖΣ�Ύδϣ�Ϧϳ�Ϊη�ϪΘϔ̳�Ϫ̯�έϮτϧΎϤϫ

Ζγ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������� �����



 

 ˼̀

�����������������������������������������������������������������������������������F(N)�

�

�

�

�

�

�

�

�

έΩϮϤϧ�˻�˻��������������������

�

���

�

�

�X(m)�

�

έΩϮϤϧ�έΩ˻�˻��ΐϴη�ΎΑ�ρϮτΧ˼�̊�ϭ̊�̊��ϦϳήΘϤ̯�ϭ�ϦϳήΘθϴΑ�ΎΑ�ήΑήΑ�ρϮτΧ�Ϧϳ�ΐϴη�Ϫ̯�ΪϴϨ̰ϴϣ�ϩΪϫΎθϣ�έ�

�έΪϘϣK�Ζγ��ϪτΑέ̌�˻�ΪϴϨ̯�ϩΎ̴ϧ�έ���

ΐϴη�Ζγ�ήΗ�ϦϴϳΎ̡�Ϫ̯�̶τΧ˼�̊�ΐϴη�ήΗϻΎΑ�ςΧ�ϭ̊�̊�ΩέΩ��ϧ�έΩ�ϩΪη�̶ϓήόϣ�ρΎϘϧ�ϥΎϤϫ�ΪϴϨ̰ϴϣ�ϩΪϫΎθϣ�Ϫ̯�̶σΎϘ

έΩϮϤϧ˺�˻�Ζγ�

ϢϳέΩ�β̡�Ϣϳϭήϴϣ�ήΘ̰̩Ϯ̯�ήτϗ�ΎΑ�ήϨϓ�̵ήΑ�ϩΪη�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ήϳΩΎϘϣ�ύήγ�ϪΑ�ϝΎΣ��

�

ϖϠτϣ�̵ΎτΧ�

ϭήϴϧ�

N)��

ϭήϴϧ�

F=mg 

(N) 

�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ

ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�

x�

m)��

ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�

X 

(m) 

ϡήΟ�

m 

Kg)��

̋
˺˹


́�̂�˺

˺˹


˹�˻�˹˹˺�˹�˻
˺˹


̊�̊�˻

˺˹


˹˹˻�˻�˺�

̋
˺˹


́�̂�˺

˺˹


̂�˻�˹˹˺�˹�˻
˺˹


̀�̌�˻

˺˹


˹˹̌�˼�˻�

̋
˺˹


́�̂�˺

˺˹


̂�˼�˹˹˺�˹�˻
˺˹


́�́�˻

˺˹


̂̀̂�˼�˼�

̋
˺˹


́�̂�˺

˺˹


̂�̊�˹˹˺�˹�˻
˺˹


˺�˺˺�˻

˺˹


˹˹˼�̋�̊�

̋
˺˹


́�̂�˺

˺˹


̂�̋�˹˹˺�˹�˻
˺˹


˻�˺˼�˻

˺˹


̂́˼�̋�̋�

ϝϭΪΟ�˻�˻��

˺�ϝϭΪΟ�έΩ˻�˻��έΪϘϣg �ΎΑ�ήΑήΑ
˻

m

s
́�̂�Ζγ�

˻���ϝϭΪΟ�έΩ˻�˻�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ�ΎΑ�ήΑήΑ�ϭ�ζ̯�ςΧ�̵ήϴ̳�ϩίΪΗ�ΖϗΩ�ΎΑ�ήΑήΑ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ˹˹˺�˹�Ζγ�ήΘϣ��

˼��ϝϭΪΟ�έΩ˻�˻��ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�ήϨϓ�ήΑ�Ωέϭ�̵ϭήϴϧ�έΪϘϣmg ��ϪτΑέ�ϥΎϤϫ�Ύϳ˺�˻��



 

 ˼́

-˺

-˺

F ̊�̂×˺˹ N N
K= ̊� ̊

X ˺�˺˺×˺˹ m m
  

̊��ϝϭΪΟ�έΩ˻�˻�έΪΑήο�Ύϫ�Ϫϧίϭ�ϥΩή̯�ϥίϭ�̵ήΑ�ϩΪη�ϩΩήΑ�έΎ̯�ϪΑ�̵ϭίήΗ�ΖϗΩ�ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�ϭήϴϧ�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ

�έΪϘϣg���

�ΖΑΎΛ�ϝΎΣϪϟΪόϣ�ί�έ�ήϨϓ�̶ϧΎδθ̯̀�˺�ϢϳέϭΎϴϣ�ΖγΪΑ�ΖϟΎΣ�ήϫ�̵ήΑ��

���������������������������������������������������������������������������
-˺

-˻
F ˻�˹×˺˹ N NK= ̊�̋
X m̊�̊×˺˹ m

  ���ΖϟΎΣ�̵ήΑ˺�

����������������������������������������������������������������������������
-˺

-˻
F ˻�̂×˺˹ N NK= ̊�˼
X m̌�̀×˺˹ m

  ��ΖϟΎΣ�̵ήΑ˻

������������ΖϟΎΣ�̵ήΑ˼�

����������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������������ΖϟΎΣ�̵ήΑ̋�

ϣ�ϝΎΣ�Ϧϴ̴ϧΎϴK�Ϣϳέϭ�̶ϣ�ΖγΪΑ�έ��

�

ΖγΪΑ�έ�ήϨϓ�ήΑ�Ωέϭ�̵ϭήϴϧ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�β̢γ�̶ϣ�Ϣϳέϭ�  

 

�ΖγΪΑ�έ�ήϨϓ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�̮Ϩϳ�ϭ

ϢϳέϭΎϴϣ���

�̵ήΑ�Ϫ̯�̶Ϩϴ̴ϧΎϴϣ�ήϳΩΎϘϣ�ί�ϩΩΎϔΘγ�ΎΑ�ϥϮϨ̯X�ˬF�ϭKϳΩΎϘϣ�ϭ�ϢϳΩέϭ�ΖγΪΑ�ϭ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�ϖϠτϣ�̵ΎϫΎτΧ�ή�

ϭήϴϧˬ��ΖγΪΑ�έ�ήϨϓ�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ�ΎΠϧ�ί�ϩΩέϭ�ΖγΪΑ�έ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�ϭ�ϭήϴϧ�̶Βδϧ�̵Ύϫ�ΎτΧ�

ϢϳέΩ�β̡�Ϣϳέϭ�̶ϣ��

�������������������������������ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�ϭήϴϧ�̶Βδϧ�̵ΎτΧ���

 

������������������������������ήΑ�ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�̶Βδϧ�̵ΎτΧΎΑ�Ζγ�ήΑ� 

ϪτΑέ�ί�ϩΩΎϔΘγ�ΎΑ˻�˻�ϢϳέϭΎϴϣ�ΖγΪΑ�έ�ήϨϓ�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ��

�

 
ϪτΑέ�ί�ϩΩΎϔΘγ�ΎΑ�̮Ϩϳ˼�˻��ήϨϓ�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�̶ϘϴϘΣ�ΩϭΪΣ�ϢϳΩΩ�ϡΎΠϧ�ήΘ̳έΰΑ�ήτϗ�ΎΑ�ήϨϓ�̵ήΑ�Ϫ̯�̵έΎ̯�ΪϨϧΎϤϫ�ϭ

ϢϳέϭΎϴϣ�ΖγΪΑ�έ��̂�˻��̊�̊�K��˼�̊��

̋˺ ˻ ˼ ̊
K K K K K ˻˻�˺ NK ̊� ̊

̋ ̋ m
   

  

˺
˺̋˺ ˻ ˼ ̊

F +F +F +F +F ˺̂�̌ ˺˹ NF ˼�̂ ˺˹ N
̋ ̋




   

˻
˻̋˺ ˻ ˼ ̊

X +X +X +X +X ̊̊� ˻ ˺˹X ́�́ ˺˹ m
̋ ̋




   

̋
̊

˺

̂�́ ˺˹ N
˻�̋ ˺˹

F ˼�̂ ˺˹ N
f 




 
  



-˼
˻

-˻
˺˹ m

˺�˺ ˺˹
X ́�́×˺˹ m
x 
  

̊ ˻K( ) ̊� ̊ (˻�̋ ˺˹ ˺�˺ ˺˹ )
F X
f xk k   

        
˻ N

̊�́ ˺˹
m

 

-˺

-˻
F ˼�̂×˺˹ N NK= ̊� ̊
X ḿ�́×˺˹ m

  

-˺

-˺
F ̋�̂×˺˹ N NK= ̊�̋
X m˺�˼˻×˺˹ m

  



 

 ˼̂

�έΩϮϤϧ�ϝΎΣF=KX��ϢϴϨ̰ϴϣ�Ϣγέ�έ��ϝϮσ�ήϴϴϐΗ�ϪΑ�ρϮΑήϣ�̶Ϙϓ�έϮΤϣ�Ϫ̯�ΪϴηΎΑ�ϪΘηΩ�ϪΟϮΗ�ήϨϓ��ϥ�ΪΣϭ�Ϫ̯�Ζγ

ϧ�ϪΑ�ρϮΑήϣ�̵ΩϮϤϋ�έϮΤϣ�ϦϴϨ̪Ϥϫ�ϭ�Ζγ�ήΘϣ�̶Ϙϓ�έϮΤϣ�̵ϭέ�ήΑϴϭήήϨϓ�ϪΑ�ϩΪη�Ωέϭ�̵�Ζγ�ϦΗϮϴϧ�ΪΣϭ�ΎΑ����������������

 ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������F(N)��������

�

�

�

�

�

�

έΩϮϤϧ�˼�˻��

�

� 
�

��

�  
� 
�

�

�

�

�X(m)�

�

�

ήΘ̳έΰΑ�ήτϗ�ΎΑ�ήϨϓ�̵ήΑ�ϩΪη�Ρήτϣ�̵Ύϫ�ϪΘϔ̳�ΪϨϧΎϤϫ�ΎΑ�ήΑήΑ�ϩΪη�Ϣγέ�ςΧ�ΐϴη
F

X
�̶ϧΎδθ̯�ΖΑΎΛ�ϥΎϤϫ�Ύϳ�

ΎϘϧ�ϭ�Ζγ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ̵ΎϬΒΗήϣ�Νϭί�ΪϴϨϴΒϴϣ�Ϫ̯�̵ΩήϔϨϣ�ρ`�ˬϭήϴϧϝϮσ�ήϴϴϐΗ��^�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ϭ�ζϳΎϣί�ί�Ϫ̯�ΪϨΘδϫ

ΎϬϧ�ί�̶πόΑ�ϑήΤϧ�Ϫ̯�Ϊϧ�ϩΪϣ�ΖγΪΑ��ΩέϮϣ�ήϨϓ�Ύϳ�ή̴θϳΎϣί�ΩϮΧ�Ζγ�Ϧ̰Ϥϣ�ΎτΧ�ϊΑΎϨϣ�Ϫ̯�ΪηΎΒϴϣ�ΎτΧ�ί�̶ηΎϧ

ζϳΎϣί�έΩ�ϩΩΎϔΘγ�ΩέϮϣ�̵ϭίήΗ�Ύϳ�ζ̰τΧ�̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ΖϗΩ�Ύϳ�ζϳΎϣίϤΠϣ�ΎϳˬΎϫΎτΧ�Ϧϳ�ωϮ�ΪηΎΑ�ϭ��ϩΪϫΎθϣ

Ζγ�ήΑήΑ�ςΧ�ΐϴη�ΎΑ�ΎΒϳήϘΗ�ϪτϘϧ�ΪϨ̩�ΎϳϭΩ�ήϫ�ϩΪϨϨ̯�Ϟλϭ�ςΧ�ΐϴη��Ϫ̯�ΩϮθϴϣ��

�ϪΑ�ήΠϨϣ�ΰϴϧ�έΩϮϤϧ�Ϧϳ�ήϳί�ΖΣΎδϣ�ϢϴΘϔ̳�ήΘ̳έΰΑ�ήτϗ�ΎΑ�ήϨϓ�έΩϮϤϧ�ήϳί�ΖΣΎδϣ�̵ήΑ�Ϫ̯�̶ϳΎϫ�ϪΘϔ̳�ΪϨϧΎϤϫ
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�ϦϴϧϮϗ�̶γέήΑ̮ϴϣΎϨϳΩ��

ϦΗϮϴϧ�ϦϴϧϮϗ�ζΨΑ˺��

̵Ύϫ�ϥϮϧΎϗ�̶ϓήόϣ�ϪΑ�ΪΘΑ�ϨϳΩ�ϪϧΎ̳�ϪγέϮϬθϣ�ϥϮΘϴϧ�̵Ύϫ�ϥϮϧΎϗ�ϪΑ�Ϫ̯�̮ϴϣΎϢϳίΩή̡�̶ϣ�Ϊϧ��

ϝϭ�ϥϮϧΎϗ��ϢδΟ�Ζ̯ήΣ�Ζϋήγ�̶Ϩόϳ�Ζγ�ήϔλ�ϢδΟ�Ζ̯ήΣ�ΏΎΘη�ˬ�ΪηΎΑ�ήϔλ�̶ϤδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵Ύϫϭήϴϧ�ΪϨϳήΑ�ή̳

ΪηΎΒϴϣ�ΖΑΎΛ�Σ�έΩ�ϢδΟ�ή̳�ή̴ϳΩ�ΕέΎΒϋ�ϪΑ�ϪΑ�ΪηΎΑ�Ζ̯ήΣ�ϝΎΣ�έΩ�ή̳�ϭ�ΪϧΎϣ�̶ϣ�̶ϗΎΑ�Ϧ̯Ύγ�ϥΎϨ̪Ϥϫ�ΪηΎΑ�ϥϮ̰γ�ϝΎ

ΪϫΪϴϣ�ϪϣΩ�Ζγέ�ςΧ�̵ϭέ�ήΑ�Ζ̯ήΣ�̶Ϩόϳ�ΖϬΟ�ϥΎϤϫ�έΩ�Ζϋήγ�ϥΎϤϫ�ΎΑ�ΩϮΧ�Ζ̯ήΣ��

ϡϭΩ�ϥϮϧΎϗ��ϡήΟ�ϪΑ�̶ϤδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵Ύϫϭήϴϧ�ΪϨϳήΑ�ή̳m��ΖϬΟ�ϥΎϤϫ�έΩ�ήϔλ�ϒϟΎΨϣ�̶ΑΎΘη�ϢδΟ�ϥ�ήΑ�ΪηΎΒϧ�ήϔλ

θϴϣ�Ωέϭ�ΪϨϳήΑ�̵ϭήϴϧϢϳέΩ�̶οΎϳέ�ΕέΎΒϋ�ϪΑ�ΩϮ���˺�˺��F ma
 

����ϥ�έΩ�Ϫ̯m��ϭ�ϢδΟ�ϡήΟa��ήΑ�Ωέϭ�ΏΎΘη

�ϭ�ϢδΟF


�Ζγ�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�ΪϨϳήΑ�̵ϭήϴϧ��

ϡϮγ�ϥϮϧΎϗ��ϢδΟ�ή̳a��ϢδΟ�ϪΑb��̵ϭήϴϧaF��ϢδΟ�ˬ�ΪϨ̯�Ωέϭb��ϪΑ�̶ϳϭήϴϧ�ΰϴϧ�̵ϭήϴϧ�ϩίΪϧbF��ϪΑa��ΪϨ̰ϴϣ�Ωέϭ

ϩίΪϧ�Ϫ̰ϳέϮτΑaF�ΎΑbF�ΎϬϧ�ϦϴΑ�Ϫϳϭί�ϭ�ΖγήΑήΑ˺́˹��̶Ϩόϳ�Ζγ�ϪΟέΩ�˻�˺��a bF F ���̵Ύϫϭήϴϧ�ϭήϴϧ�ϭΩ�Ϧϳ�ϪΑ

ΪϨϳϮ̴ϴϣ�ζϨ̯ϭ�ϭ�ζϨ̯�Ϩ̯�ϪΟϮΗ�Ωέϭ�ϪϧΎ̳ΪΟ�ϢδΟ�ϭΩ�ήΑ�ϥϮ̩�ΪϧϮθϴϤϧ�̶ΜϨΧ�ή̴ϳΪ̰ϳ�ΎΑ�ζϨ̯ϭ�ϭ�ζϨ̯�̵Ύϫϭήϴϧ�Ϫ̯�Ϊϴ

ΪϧϮθϴϣ��

ΩϭϮΗ�ϦϴηΎϣ��ζΨΑ˻��

ϢϴϨ̯�̶γέήΑ�έ�ϡϭΩ�ϭ�ϝϭ�̵Ύϫ�ϥϮϧΎϗ�̶ΘγέΩ�ΎΗ�Ϣϴϧΰϴϣ�ΖγΩ�̶θϳΎϣί�ϪΑ�ΎΠϨϳ�έΩ�Ύϣ���̶ϫΎ̴ΘγΩ�ϪΑ�ίΎϴϧ�έΎ̯�Ϧϳ�̵ήΑ

�ϦϴηΎϣ�Ϫ̯�ϢϳέΩΩϮθϴϣ�ϩΪϴϣΎϧ�ΩϭϮΗ�η�ϩΎ̴ΘγΩ�Ϧϳ̵ϭέ�ήΑ�Ϫ̯�Ζγ�̵ΪϨϠΑ�ϪϧΪΑ�ϞϣΎ�ϥ��ήϫ�ϪϠλΎϓ�ϭ�Ζγ�ϩΪη�̵έά̳�ϪϧΎθϧ

�Ϣϫ�ί�ϪϧΎθϧ�ϭΩ̋ΪηΎΑ�ήϴϐΘϣ�ή̴ϳΩ�ϩΎ̴ΘγΩ�ΎΗ�̶ϫΎ̴ΘγΩ�ί�Ζγ�Ϧ̰Ϥϣ�ϪϠλΎϓ�έΪϘϣ�Ϧϳ�Ϫ̯�Ζγ�ήΘϤϴΘϧΎγ���̵ϻΎΑ�έΩ

Φϧ�Ϧϳ�ήγ�ϭΩ�ϪΑ�ϭ�ΩϮθϴϣ�Ωέ�ΰϴ̩Ύϧ�ϡήΟ�ΎΑ�Φϧ�̮ϳ�ϥ�ί�Ϫ̯�ΩέΩ�έήϗ�ϩήϗήϗ�ΩΪϋ�̮ϳ�ΩϭϮΗ�ϦϴηΎϣ���ϞμΘϣ�Ϫϔ̯�ΩΪϋ�ϭΩ

ΩΩ�έήϗ�Ϫϧίϭ�Ύϫ�Ϫϔ̯�̵ϭέ�ήΑ�ϥϮΘϴϣ�Ϫ̯�Ζγ����Ζ̯ήΣ�ϞΑΎϗ�Ϫ̯�ΩέΩ�ΩϮΟϭ�ΰϣήϗ�ϥϭΩΎϣ�έϮδϨγ�ΩΪϋ�ϭΩ�ϥ�ϪϧΪΑ�̵ϭέ�ήΑ

ΪϨΘδϫ�ϥΩΩ��ΪϨΘδϫ�Ϟλϭ�̶ϟΎΘϴΠϳΩ�ΞϨδϧΎϣί�ϪΑ�έϮδϨγ�ϭΩ�Ϧϳ��̮ϳ�ϩΎ̴ΘγΩ�Ϧϳ�̵ϻΎΑέΪϣ��ϥϮΘϴϣ�ΪηΎΑ�ϪΘδΑ�ή̳�Ϫ̯�Ζγ

Ωή̯�ήϔλ�έ�ΞϨγ�ϥΎϣί��ήΑ�έΪϣ�ή̴ϳΩ�ήγ�ϪΑ�̶̪ϴ̡�ϪϠϴγϮΑ�έ�ΖγΎϧΎγέ�βϨΟ�ί�Ϫ̯�έ�Ϫϔ̯�ϪΘγΩ�ΖδϴϓΎ̯�έΪϣ�ϦΘδΑ�̵

ϢϴϨ̯�Ϟλϭ��ΎΑ�ΪηΎΑ�Ϟλϭ�ΞϨγ�ϥΎϣί�ϪΑ�έϮδϨγ�̮ϳ�ςϘϓ�ή̳�ϪΠϴΘϧ�έΩϭ�Ϫϔ̯�ϥΪη�Ύϫέ��Ϧϳ�ϥΪη�ϊτϗέΪϣ��ΞϨγ�ϥΎϣί

ΩϮθϴϣ�ϒϗϮΘϣ�ΞϨγ�ϥΎϣί�Ϊη�Ωέ�έϮδϨγ�ϥϭέΩ�ί�Ϫϔ̯�Ϫ̰ϴϣΎ̴Ϩϫ�ϭ�ΪϨ̰ϴϣ�έΎ̯�ϪΑ�ωϭήη��ϣ�ΞϨδϧΎϣί�ϪΑ�έϮδϨγ�ϭΩ�ή̳�Ύ

�Ϧϳ�ϥΪη�ϊτϗ�ΎΑ�ΩϮΑ�ϞμΘϣέΪϣ��ϥϭέΩ�ί�Ϫϔ̯�Ϫ̯�ΩϮθϴϣ�ϝΎόϓ�ΞϨδϧΎϣί�̶ϣΎ̴Ϩϫ�Ϫ̰ϠΑ�ΪϨ̰ϴϤϧ�έΎ̯�ϪΑ�ωϭήη�ΞϨγ�ϥΎϣί

�ϒϗϮΘϣ�ΞϨδϧΎϣί�̶ϣΎ̴Ϩϫ�ϭ�Ωέά̴Α�ϝϭ�έϮδϨγΩέά̴Α�ϡϭΩ�έϮδϨγ�ί�Ϫϔ̯�Ϫ̯�ΩϮθϴϣ���Ϫϔ̯�̮ϳ�Ϫ̰ϴϣΎ̴Ϩϫ�Ϫ̯�ΪϴϨ̯�ϪΟϮΗ

ϣ�ϻΎΑ�ϡϭΩ�Ϫϔ̯�Ωϭήϴϣ�ϦϴϳΎ̡�̶ϟϭ�Ϊϳ�̶�ϡϭΩ�Ϫϔ̯Ωέά̴ϴϤϧ�έϮδϨγ�ϥϭέΩ�ί��

η�ί�β̡�ϥϮϨ̯ήϢϴϨ̯�̶γέήΑ�έ�ϥϮΘϴϧ�ϝϭ�ϥϮϧΎϗ�ϢϴϫϮΨϴϣ�ΩϭϮΗ�ϩΎ̴ΘγΩ�Ρ��

ϥϮΘϴϧ�ϝϭ�ϥϮϧΎϗ�̶ΘγέΩ�ϖϴϘΤΗ�ζΨΑ˼��



 

 ˺˿

�ΎΑ�ήΑήΑ�έ�Ϣϫ�ί�ΎϬϧ�ϪϠλΎϓ�ϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ϟλϭ�ϩΎ̴ΘγΩ�ϪΑ�έ�έϮδϨγ�ϭΩ�ΪΘΑx�ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ��Ϫϔ̯�ϪΘγΩ�ΎΑ�̵��έ�έΪϣ�ϝϭ

ϣ�ϭ�ϢϳΪϨΑ�̶ήγ�̮ϳ�ϝϭ�Ϫϔ̯�ϪΑ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϪϓΎο�ˬ�Ζγ�ήΘ̳έΰΑ�ΰϣήϗ�ϥϭΩΎϣ�έϮδϨγ�ήτϗ�ί�ϥ�ήτϗ�Ϫ̯�έΎΑ��ΎΑ�Ϫ̰ϴϣΎ̴Ϩϫ

ˬέΪϣ�ϥΩή̯�ϊτϗϪϔ̯�ϝϭ��κϟΎΧ�̶ϳϭήϴϧ�Ϫ̰ϴϳΎΠϧ�ί�ΪϨ̰ϴϣ�̶σ�ϝϭ�έϮδϨγ�ϪΑ�ϥΪϴγέ�ΎΗ�έ�̶ΘϓΎδϣ�έΎΑήγ�ϩήϤϫ�ϪΑ

Ϫϔ̯�ϪΑ�έΎΑήγ�ϥίϭ�ΎΑ�ήΑήΑ�ϝϭ�ϡϭΩ�Ϫϔ̯�ϭ��ΩϮθϴϣ�Ωέϭ�ϦΗϮϴϧ�ϡϭΩ�ϥϮϧΎϗ�ϖΒσ�ϝϭ�Ϫϔ̯��Ϫ̰ϴϣΎ̴Ϩϫ�ϭ�ΩϮθϴϣ�ΏΎΘη�̵έΩ

�Ϊγήϴϣ�ϝϭ�έϮδϨγ�ϪΑΩϮθϴϣ�̶Θϋήγ�̵έΩ���ήτϗ�ί�έΎΑήγ�ήτϗ�ϥϮ̩�ΪϨ̰ϴϣ�έϮΒϋ�ϝϭ�έϮδϨγ�ί�Ϫϔ̯�Ϫ̰ϴϣΎ̴Ϩϫ

έϮδϨγ�ϪΑ�ˬ�Ζγ�ήΘθϴΑ�έϮδϨγϝϭ�ΪϨ̰ϴϣήϴ̳��Ϫϔ̯�Ϫ̯�̶Θϗϭ�ϝϭ�έϮδϨγ�ίϝϭ�ΪϨ̰ϴϣ�έϮΒϋˬ�έΎΑήγ�έ�ήΑ�ϝϭ�Ϫϔ̯�̵ϭ

ήϗΖγ�ϝϭ�Ϫϔ̯�ΎΑ�ήΑήΑ�Ϊϳ�̶ϣ�ϻΎΑ�ˬ�ϝϭ�Ϫϔ̯�ϥΪϣ�ϦϴϳΎ̡�ϦϴΣ�έΩ�Ϫ̯�ϡϭΩ�Ϫϔ̯�ϡήΟ�ϭ�ΩέΪϧ�έ���Ϫϔ̯�Ϫ̰ϴϣΎ̴Ϩϫ�ϦϳήΑΎϨΑ

�ί�ϝϭέϮδϨγ��ϝϭ�Ϫϔ̯�ϪΑ�̶μϟΎΧ�̵ϭήϴϧ�̨ϴϫ�ή̴ϳΩ�ˬ�ΪϨ̰ϴϣ�έΎ̯�ϪΑ�ωϭήη�ΞϨδϧΎϣί�ϭ�ΩϮθϴϣ�Ωέ�ϝϭ���ϡϭΩ�Ϫϔ̯�ϭ��

Ϊϳ�̶Ϥϧ�Ωέϭ��ήΑ�Ωέϭ�ϥίϭ�̵ϭήϴϧ�Ϫ̯�ΪϴϨ̯�ϪΟϮΗ�ΩϮθϴϣ�̶ΜϨΧ�Φϧ�ζθ̯�̵ϭήϴϧ�ΎΑ�ϡϭΩ�ϭ�ϝϭ�Ϫϔ̯��̶σ�ί�ΪόΑ�ϝϭ�Ϫϔ̯

�ϪϠλΎϓx�ΩϮθϴϣ�ϒϗϮΘϣ�ΞϨδϧΎϣί�ϭ�Ϊγήϴϣ�ϡϭΩ�έϮδϨγ�ϪΑ�έϮδϨγ�ϭΩ�ϦϴΑ���ϩΪη�̶σ�ϪϠλΎϓ�ϭ�ϥΎϣί�ϦΘηΩ�ΎΑ�ϝΎΣ�Ζϋήγ

�ϪτΑέ�ί�έ�Ϫϔ̯�ςγϮΘϣ�˺�˼��
x

v
t

�Ϣϳέϭ�̶ϣ�ΖγΪΑ��

�έϮδϨγ�ϦΘηΩ�Ϫ̴ϧ�ΖΑΎΛ�ΎΑ�έΩ�ϭ�ϢϴϫΪϴϣ�ϡΎΠϧ�ή̴ϳΩ�ϪϠλΎϓ�ΪϨ̩�̵ήΑ�έ�ζϳΎϣί�ϭ�ϢϴϫΪϴϣ�ήϴϴϐΗ�έ�ϡϭΩ�έϮδϨγ�ϡΎ̰ϣ�ϝϭ

�Ϣϳέϭ�̶ϣ�ΖγΪΑ�έ�Ϫϔ̯�ςγϮΘϣ�Ζϋήγ�ΩέϮϣ�ήϫ���ϪΟϮΘϣ�ζϳΎϣί�ήϫ�ί�ϩΪϣ�ΖγΪΑ�ςγϮΘϣ�̵Ύϫ�Ζϋήγ�ϪδϳΎϘϣ�ΎΑ

ϢϳήΒϴϣ�̶̡�ϦΗϮϴϧ�ϝϭ�ϥϮϧΎϗ�̶ΘγέΩ�ϪΑ�ϭ�ΪϧήΑήΑ�Ϣϫ�ΎΑ�ΎϬΘϋήγ�Ϧϳ�Ϫ̯�ϢϳϮθϴϣ��

ϮΗΠΑΎΟ�έ�ϡϭΩ�έϮδϨγ�ςϘϓ�έϮδϨγ�ϭΩ�ϦϴΑ�ϪϠλΎϓ�ήϴϴϐΗ�̵ήΑ�ϭ�ϢϴΘηΩ�Ϫ̴ϧ�ΖΑΎΛ�έ�ϝϭ�έϮδϨγ�Ϫ̰Ϩϳ�ϞϴϟΩ�Ϫ̯�ΪϴϨ̯�ϪΟΎ�

ΪηΎΑ�ϥΎδ̰ϳ�ΎϬθϳΎϣί�ϡΎϤΗ�̵ήΑ�ϝϭ�έϮδϨγ�ϪΑ�ϥΪϴγέ�ϡΎ̴Ϩϫ�Ϫϔ̯�Ζϋήγ�Ϫ̯�Ζγ�Ϧϳ�ϢϳΩή̯��

�ϪτΑέ�ί�ϖϠτϣ�̵ΎτΧ�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�ϪΒγΎΤϣ�̵ήΑ˺�˼��β̢γ�ϪΘϓή̳�̶όϴΒσ�ϢΘϳέΎ̴ϟ�ΖγΪΑ�̵ήΑ�ϭ�Ϣϳήϴ̴ϴϣ�ϖΘθϣ�ϥ�ί

ϢϴϨ̰ϴϣ�ϞϳΪΒΗ�ΖΒΜϣ�ϪΑ�έ�Ύϫ�̶ϔϨϣ�ϡΎϤΗ�ΎτΧ�ήΜ̯ΪΣ�ϥΩέϭ���ϢϳέΩ�β̡���˻�˼��m m
m m

m m

Äx Ät
Äv v ( )

x t
 �

ϥϮΘϴϧ�ϡϭΩ�ϥϮϧΎϗ�̶ΘγέΩ�ϖϴϘΤΗ�ζΨΑ̊��

ϧΎϗ�̶ΘγέΩ�ϖϴϘΤΗ�̵ήΑέϮδϨγ�ί�̶̰ϳ�ΪΘΑ�ϥϮΘϴϧ�ϡϭΩ�ϥϮϩΪϧΎϣ�̶ϗΎΑ�έϮδϨγ�ϪϠλΎϓ�ϭ�ϢϳέΪϴϣ�ήΑ�έ�Ύϫ��ί�έ�ήΑήΑ�έΪϣ

�ΎΑx�ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ�Ϫϔ̯�̵ϭέ�ϭ�ϝϭ��ϡήΟ�ΎΑ�̵�Ϫϧίϭm��ΰϣήϗ�ϥϭΩΎϣ�έϮδϨγ�ήτϗ�ί�ϥ�ήτϗ�Ϫ̰ϳέϮτΑ�ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ

Ϫϔ̯�ϪΘγΩ�ϪϠϴγϮΑ�β̢γ�ΪηΎΑ�ήΘ̰̩Ϯ̯�ϝϭ�ϢϳΪϨΒϴϣ�έ�έΪϣ�Ϫϔ̯�̶̪ϴ̡�ϥΪϴθ̯�ΎΑ�ϝϭ�Ϫ̯�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ωί�έ��Ϫϔ̯�ϡΎ̴Ϩϫ�Ϧϳ�έΩ

ϩΪη�Ύϫέ�ϝϭ�ˬ��Ζ̯ήΣ�ϦϴϳΎ̡�̵ϮδΑΪϨ̰ϴϣ�έΎ̰Α�ωϭήη�ΞϨδϧΎϣί�ϭ�ΪϨ̰ϴϣ���ϪϠλΎϓ�ϝϭ�Ϫϔ̯�Ϫ̰ϴϣΎ̴Ϩϫx��ί�ϭ�Ωή̯�̶σ�έ

ΩϮθϴϣ�ϒϗϮΘϣ�ΞϨδϧΎϣί�Ζηά̳�έϮδϨγ��

ΩϮθϴϣ�Ωέϭ�ϥ�̵ϭέ�ήΑ�ϩΪη�ϩΩ�έήϗ�ϡήΟ�ϥίϭ�̵ϭήϴϧ�ήΑήΑ�κϟΎΧ�̶ϳϭήϴϧ�ϝϭ�Ϫϔ̯�ϪΑ�ϦΗϮϴϧ�ϡϭΩ�ϥϮϧΎϗ�ϖΒσ�ϦϳήΑΎϨΑ�

ΩϮθϴϣ�ΏΎΘη�̵έΩ�Ϫϔ̯�Ϊη�ϩΩϮϤϴ̡�ϪϠλΎϓ�Ύϣ�ϥϮϨ̯ϢϳέΩ�έΎϴΘΧ�έΩ�έ�ϥ�ϡΎΠϧ�ϥΎϣί�ϭ�Ϫϔ̯�ςγϮΗ�ϩ�έ�Ύϫ�ϩΩΩ�ΖδϴϓΎ̯�
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ϢϴγΎϨθΑ��

ϥϮΘϴϧ�ϦϴϧϮϗ��ζΨΑ˺��

˺�ήΑ�ϢδΟ�ΏΎΘη�ˬ�ΪηΎΑ�ήϔλ�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵Ύϫϭήϴϧ�ΪϨϳήΑ�ή̳�ϦΗϮϴϧ�ϝϭ�ϥϮϧΎϗ�ϖΒσΑΖγ�ήϔλ�ή���ϢδΟ�ή̳�̶Ϩόϳ
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ΪϫΪϴϣ�ϪϣΩ�ϢϴϘΘδϣ�̵ήϴδϣ�ήΑ�ΩϮΧ�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ΖΑΎΛ�Ζϋήγ�ϦϴϤϫ�ΎΑ�ΪηΎΑ�Ζ̯ήΣ�ϝΎΣ�έΩ�ΖΑΎΛ�Ζϋήγ��

˻��ϪΑ�Ϫ̯�ΩϮθϴϣ�Ωέϭ�κϟΎΧ�̶ϳϭήϴϧ�ϢδΟ�ήΑ�ΪηΎΒϧ�ήϔλ�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵Ύϫϭήϴϧ�ΪϨϳήΑ�ή̳�ϦΗϮϴϧ�ϡϭΩ�ϥϮϧΎϗ�ϖΒσ

δΟΪϨϳήΑ�̵ϭήϴϧ�ΖϬΟ�έΩ�̶ΑΎΘη�Ϣ�ΪϫΪϴϣ��ϢϳέΩ�̶οΎϳέ�ΕέϮμΑ���˺�˺��F m a 
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�ϭ�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵Ύϫϭήϴϧ�ΪϨϳήΑa��ϭ�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵Ύϫϭήϴϧ�ΪϨϳήΑ�ί�ϞλΎΣ�ΏΎΘηm�Ζγ�ϢδΟ�ϡήΟ��

˼�Ύϗ�ϖΒσϥϮϧ��ϢδΟ�ή̳�ϥϮΘϴϧ�ϡϮγa��ϢδΟ�ϪΑb�ϴϧ�ϢδΟ�ˬΪϨ̯�Ωέϭ�̶ϳϭήb��ϢδΟ�ϪΑ�έ�ϭήϴϧ�έΪϘϣ�ϥΎϤϫ�ΰϴϧa��Ωέϭ

ΪϨ̰ϴϣ�ΪηΎΒϴϣ�Ϣϫ�β̰ϋ�ΖϬΟ�έΩ�̶ϟϭ�ήΑήΑ�ϭήϴϧ�ϭΩ�Ϧϳ�έΪϘϣ�Ϫ̯�ΩϮη�ϪΟϮΗ�ϪϧΎ̳ΪΟ�ϢδΟ�ϭΩ�ήΑ�ϭήϴϧ�ϭΩ�Ϧϳ�ϭ�ˬa��ϭ

b�ϢδΟ�̮ϳ�ήΑ�Ϫϧ�ΩϮθϴϣ�Ωέϭ��ΪϨϨ̰ϴϤϧ�̶ΜϨΧ�έ�ή̴ϳΪϤϫ�ζϨ̯ϭ�̵ϭήϴϧ�ϭ�ζϨ̯�̵ϭήϴϧ�ή̴ϳΩ�ΕέΎΒϋ�ϪΑ��  

τλ̭Ύ̰��ζΨΑ˻��

�̶Ττγ�̵ϭέ�έ�̶ϤδΟ�ή̳ϢϴϨ̯�ΏΎΗή̡�δϳΎϴϣ�Ζ̯ήΣ�ί�̶ΗΪϣ�ί�β̡Θ�Ωέϭ�̵Ύϫϭήϴϧ�ΪϨϳήΑ�Ϫ̯�Ϣϳήϴ̴ϴϣ�ϪΠϴΘϧ�β̡�Ϊ

Ζδϴϧ�ήϔλ�ϢδΟ�ήΑ�ϭΩ�ϥϮϧΎϗ�ϖΒσ�ϭϡ�ϩΩή̯�ΩΎΠϳ�̶ϔϨϣ�̶ΑΎΘη�ϥ�έΩ�ϭ�ΩϮη�Ωέϭ�ϥ�ϪΑ�̶ϳϭήϴϧ�ΪϳΎΑ�ϦΗϮϴϧ�ϭ��ΐΒγ

ΩϮη�ϢδΟ�ϥΩΎΘδϳ��ϴϧ�Ϧϳ�ϪΑ�ΎϣήΣ�ϒϟΎΨϣ�Ϫ̯�̶ϳϭή�ΩϮθϴϣ�ϢδΟ�ϒϗϮΗ�ΖϋΎΑ�ΕϻΎΣ�̶ΧήΑ�έΩ��ϭ�Ζγ�ϢδΟ�Ζ̯

ϢϴϳϮ̴ϴϣ�̭Ύ̰τλ�̵ϭήϴϧ��

�ΪΘΑ�ϢϴϨ̯�Ωέϭ�ϭήϴϧ�ϥ�ϪΑ�ϊϗϭ�έΩ�ϭ�ϢϴϫΩ�Ϟϫ�̶ϣέ�ϪΑ�ΖγΩ�ΎΑ�έ�ΩέΩ�έήϗ�̶Ϙϓ�τγ�̵ϭέ�Ϫ̯�έ�̶ϤδΟ�ή̳
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ΩϮη�ήϔλ�ΪϳΎΑ�̵ΩϮϤϋ���ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵Ύϫϭήϴϧ�ΪϨϳήΑ�ςϘϓ�Ύϣ�̶Ϙϓ�έϮΤϣ�̵ΎΘγέ�έΩ�έΩ�ϥϮ̩�ϢϴϨ̰ϴϣ�̶γέήΑ�έ

Ζγ�ήϔλ�ήΑήΑ�̵ΩϮϤϋ�̵ΎΘγέ�έΩ�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵Ύϫϭήϴϧ�ΪϨϳήΑ�ζϳΎϣί�ϝϮσ���

ηΎΑ�ήϔλ�ΪϳΎΑ�̶Ϙϓ�̵ΎΘγέ�έΩ�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵Ύϫϭήϴϧ�ΪϨϳήΑ�Ϊη�ϪΘϔ̳�Ϫ̯�έϮσ�ϥΎϤϫΪ���̶Ϙϓ�̵ϭήϴϧ�Ύϣ�ΎΘγέ�Ϧϳ�έΩ

F˺�ϢδΟ�̶ϟϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ωέϭ�ϢδΟ�ϪΑ�έ�ϭ�Ζγ�ήϔλ�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵Ύϫϭήϴϧ�ΪϨϳήΑ�ϝϭ�ϥϮϧΎϗ�ϖΒσ�β̡�ΪϨ̰ϴϤϧ�Ζ̯ήΣ

ϧ�ΪϳΎΑ�ϦϳήΑΎϨΑ�ΩέΩ�̶Ϙϓ�ϪϔϟϮϣ�ςϘϓ�ϭ�Ζδϴϧ�̵ΩϮϤϋ�ϪϔϟϮϣ�̵έΩ�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ωέϭ�ϢδΟ�ϪΑ�Ύϣ�Ϫ̯�̶ϳϭήϴϧ�Ϫ̯�ΎΠϧ�ί�̶ϳϭήϴ

�ϩίΪϧ�ϢϫF˺̭Ύ̰τλ�έ�ϭήϴϧ�Ϧϳ�ΩϮη�Ωέϭ�ϢδΟ�ϪΑ�ϥ�ΖϬΟ�ϑϼΧ�έΩ�̶ϟϭ�̶ϳΎΘδϳ��ΎΑ�έ�ϥ�ϭ�ϢϴϣΎϨϴϣ
˺

f��ϥΎθϧ

ϢϴϫΪϴϣ��

ήΘθϴΑ�̶Ϥ̯�έ�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵ϭήϴϧ�έΪϘϣ�ή̳�ϥϮϨ̯ϴϣΪηΎΑ�Ϧ̯Ύγ�ϥΎϨ̪Ϥϫ�ϢδΟ�Ϫ̰ϳέϮτΑ�ϢϴϨ̰�ϢϴϨϴΒϴϣ�̯�ζϳΰϓ�ΎΑ�Ϫ

ϭήϴϧ�ϪΑ�F˻�̵ϭήϴϧ�ΖϬΟ�ϑϼΧ�έΩ�̶ϳϭήϴϧ�ΪϳΎΑ�ϦΗϮϴϧ�ϡϭΩ�ϥϮϧΎϗ�ϖΒσ�Ϣϫ�ίΎΑ�β̡�Ζγ�Ϧ̯Ύγ�ϥΎϨ̪Ϥϫ�ϢδΟF˻�ϢδΟ�ϪΑ

̭Ύ̰τλ�ϥΎϤϫ�ϭήϴϧ�Ϧϳ�ΩϮη�Ωέϭ�̶ϳΎΘδϳ�Ζγ��ΎΑ�έ�ϥ�Ϫ̯
˻

f�ϢϴϫΪϴϣ�ϥΎθϧ���̵ϭήϴϧ�ζϳΰϓ�ΎΑ�Ϫ̯�Ϣϳήϴ̴ϴϣ�ϪΠϴΘϧ

ΪΑΎϳ�̶ϣ�ζϳΰϓ�ΰϴϧ�̭Ύ̰τλ�̵ϭήϴϧ�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ��



 

 

 

 

mgsin

mgcos

�Ωήϴ̳�έήϗ�Ζ̯ήΣ�ϪϧΎΘγ�έΩ�ϢδΟ�Ϫ̰ϳέϮτΑ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ήΗΩΎϳί�έ�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵ϭήϴϧ�έΪϘϣ�ϥϮϨ̯��Ϧϳ�ί�β̡�ή̳�

�ϢϴϫΩ�ζϳΰϓ�̶Ϥ̯�έ�ϭήϴϧ�έΪϘϣ�ΖϟΎΣΪη�ΪϫϮΧ�ΏΎΘη�̵έΩ�ϭ�Ωή̯�ΪϫϮΧ�Ζ̯ήΣ�ϢδΟ��ϧ�̵ϭήϴϧ�Ϫ̯�Ϣϳήϴ̴ϴϣ�ϪΠϴΘ�

�Ϣϫ�ίΎΑ�έ�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵ϭήϴϧ�έΪϘϣ�ή̳�ϥ�ί�β̡�ϭ�ΪΑΎϳ�ζϳΰϓ�̶λΎΧ�ΪΣ�ΎΗ�ΪϧϮΘϴϣ�ςϘϓ�̭Ύ̰τλ�ϢϴϨ̯�ήΗ�ΩΎϳί

Ϊϳ�̶ϣ�έΩ�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ϢδΟ�ϭ�ϩΪη�Ωέϭ�ϢδΟ�ϪΑ�̶μϟΎΧ�̵ϭήϴϧ�ϪΠϴΘϧ�έΩ�ΩϮη�ήΘθϴΑ�ΪϧϮΘϴϤϧ�̭Ύ̰τλ�̵ϭήϴϧ�έΪϘϣ��

̭Ύ̰τλ�̵ϭήϴϧ�έΪϘϣ�ϦϳήΘθϴΑ�ϪΑ���ΎΑ�έ�ϥ�ϭ�ΪϨϳϮ̴ϴϣ�ϢϤϳΰ̯Ύϣ�̶ϳΎΘδϳ�̭Ύ̰τλ�̵ϭήϴϧs maxf�ϢϴϫΪϴϣ�ϥΎθϧ��

ϴϣΎ̴Ϩϫ̰�ΎΑ�Ύϣ�ϑήσ�ί�ϢδΟ�ϪΑ�ϩΪη�Ωέϭ�̵ϭήϴϧ�Ϫs maxf��ήΑήΑή̳ˬΪηΎΑ��Ζ̯ήΣ�ϢδΟ�ϢϴϨ̯�ΩΎϳί�έ�ϭήϴϧ�έΪϘϣ�̶Ϥ̯

�Ωή̯�ΪϫϮΧή̳�ϭΖΑΎΛ�Ζϋήγ�ΎΑ�έ�ϥ�ϢϴϫϮΨΑ�̵ήΘϤ̯�̵ϭήϴϧ�έΪϘϣ�ϪΑ�Ϫ̯�ϢϳϮθϴϣ�ϪΟϮΘϣ�ϢϳέϭέΩ�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ˬΒδϧΖ�

ϢδΟ�ϥΪϨ̯�ΎΟ�ί�̵ήΑ�ϡίϻ�̵ϭήϴϧ�ϪΑ�ϢϳέΩ�ίΎϴϧ�ˬ��ΪϳΎΑ�β̡�Ζγ�ΖΑΎΛ�ϢδΟ�Ζϋήγ�ϥϮ̩�ϝϭ�ϥϮϧΎϗ�ϖΒσ�ϪΠϴΘϧ�έΩ

ΖΑΎΛ�ϢδΟ�Ζϋήγ�ϭ�ϩΪη�ήϔλ�ϥ�ήΑ�Ωέϭ�̵Ύϫϭήϴϧ�ΪϨϳήΑ�ΎΗ�ΩϮη�Ωέϭ�ϢδΟ�ϪΑ�Ύϣ�̵ϭήϴϧ�ΖϬΟ�ϑϼΧ�έΩ�̶ϳϭήϴϧ�

ΩϮη��Ζγ�ήΘϤ̯�ϢϤϳΰ̯Ύϣ�̶ϳΎΘδϳ�̭Ύ̰τλ�έΪϘϣ�ί�Ϫ̯�ϢϴϣΎϨϴϣ�̶θΒϨΟ�̭Ύ̰τλ�έ�ϭήϴϧ�Ϧϳ�Ύϣ���̵ϭήϴϧ

�ΩΎϤϧ�ΎΑ�έ�̶θΒϨΟ�̭Ύ̰τλkf�ϢϴϫΪϴϣ�ϥΎθϧ��

ϢδΟ�ϭΩ�αΎϤΗ�τγ�βϨΟ�ϪΑ�ϢδΟ�ϭΩ�ϦϴΑ�̭Ύ̰τλ�ϢδΟ�ήΑ�τγ�̵ΩϮϤϋ�̵ϭήϴϧ�ϭ�ΩέΩ�̶̴ΘδΑ��

̶ϠϴΧ�Ϫϧ�ϢδΟ�Ζϋήγ�ή̳��̶ϳΎΘδϳ�̭Ύ̰τλ�̵ϭήϴϧ�έΪϘϣ�Ϫ̯�ΪϫΪϴϣ�ϥΎθϧ�ΕΎθϳΎϣί�ˬΪηΎΑ�Ϣ̯�̶ϠϴΧ�Ϫϧ�ϭ�ΩΎϳί

̶θΒϨΟ�̭Ύ̰τλ�̵ϭήϴϧ�ϭ�ϢϤϳΰ̯Ύϣ��ϢϳέΩ�̶Ϩόϳ�Ζγ�ΐγΎϨΘϣ�τγ�ϑήσ�ί�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵ΩϮϤϋ�̵ϭήϴϧ�ΎΑ��

�˺�˻�s maxf áN��ϭ�˻�˻��kf áN���γΎϨΗ�Ϧϳ�ϞϳΪΒΗ�̵ήΑ�ϭ�ϢϤϳΰ̯Ύϣ�̶ϳΎΘδϳ�̭Ύ̰τλ�ΐϳήο�̵ϭΎδΗ�ϪΑ�ΐ

�ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�Ϫ̯�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϒϳήόΗ�έ�̶θΒϨΟ�̭Ύ̰τλ�ΐϳήο�˼�˻��
s maxf

N s��ϭ�̊�˻��kf

N k
��ΎΑ�Ϫ̯

�̵Ύϫ�ϪτΑέ�Ώήο˻�˺��ϭ˻�˻��ϢϳέΩ�ΎϬΒϳήο�Ϧϳ�έΩ���̋�˻��s maxf N s ��ϭ�̌�˻��kf N
k
 ��

�ϪτΑέ�ΎΑ�ήΑήΑ�ϢϤϳΰ̯Ύϣ�̶ϳΎΘδϳ�̭Ύ̰τλ�̵ϭήϴϧ�ϩίΪϧ�ϦϳήΑΎϨΑ̋�˻��ΎΑ�ήΑήΑ�̶θΒϨΟ�̭Ύ̰τλ�̵ϭήϴϧ�ϩίΪϧ�ϭ

�ϪτΑέ̌�˻�Ζγ��

ϢϳέϭΎϴΑ�ΖγΪΑ�έ�̶θΒϨΟ�ϭ�ϢϤϳΰ̯Ύϣ�̶ϳΎΘδϳ�̭Ύ̰τλ�ΐϳήο�̵�ϪϠϴγϭ�ϪΑ�ΪϳΎΑ�ϥϮϨ̯��

�έΩ�Ϟ̰η˺�˺��Ϧ̯Ύγ�ϢδΟ�Ϫ̯�ϢϨϴ̰ϴϣ�νήϓΖγ�ϥϮΘϴϧ�ϝϭ�ϥϮϧΎϗ�ϖΒσ�y�

ΪηΎΑ�ήϔλ�ΪϳΎΑ�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵Ύϫϭήϴϧ�ΪϨϳήΑ���ϢδΟ�ήΑ˼�ϭ�ϥίϭ�̵ϭήϴϧ�N�sf�

ΩϮθϴϣ�Ωέϭ�τγ�̵ΩϮϤϋ�̵ϭήϴϧ�ϭ�̭Ύ̰τλ���

̵ίϮϣ�ϥ�̵ΎϫέϮΤϣ�ί�̶̰ϳ�Ϫ̯�Ϣϳήϴ̴ϴϣήψϧ�έΩ�̶ΗΎμΘΨϣ�ϩΎ̴ΘγΩ�

ΪηΎΑ�έΪΒϴη�τγ��έϮΤϣ�έ�έϮΤϣ�ϦϳˬxΐϴΗήΗ�Ϧϳ�ϪΑ�Ϣϳήϴ̴ϴϣ�Ύϫ����

�έϮΤϣ�έ�έϮΤϣ�Ϧϳ�ˬΖγ�έΪΒϴη�τγ�ήΑ�ΩϮϤϋ�ή̴ϳΩ�έϮΤϣyΎϫ���

Ϣϳήϴ̴ϴϣ���έϮΤϣ�̵ήΑx�ΖϬΟ�ΎϫϥΎ̰ϴ̡��έϮΤϣ�̵ήΑ�ϭ�ΖΒΜϣ�έ�X��mg��

YΎϫ�ΰϴϧ��ΖϬΟϥΎ̰ϴ̡�Ϣϳήϴ̴ϴϣ�ΖΒΜϣ�έ����

�έϮΤϣ�ΎΑ�ϥίϭ�̵ϭήϴϧ�Ϫ̯�̵�Ϫϳϭίx�έΪΒϴη�τγ�Ϫ̯�̵�Ϫϳϭί�ΎΑ�ΩίΎδϴϣ�Ύϫ�Ϟ̰η˺�˻�

Ζγ�̶̰ϳ�ΩίΎδϴϣ�ϖϓ�ΎΑ��





 

 

�ΕέϮμΑ�Ϫ̯�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϪϳΰΠΗ�έ�ϥίϭ�̵ϭήϴϧ�̀�˻��mgF mgsin i mgcos j 
 

 �ΪϳΎϴϣ�έΩ���τγ�ήΑ�ΩϮϤϋ�ϪϔϟϮϣ

�ϩίΪϧ�ΎΑ�̶ϳϭήϴϧ�ˬ�ϥίϭ�̵ϭήϴϧmgcos��ϪΑ�ϭήϴϧ�έΪϘϣ�ϦϴϤϫ�ΰϴϧ�τγ�ϥϮΘϴϧ�ϡϮγ�ϥϮϧΎϗ�ϖΒσ�ϭ�ΪϨ̰ϴϣ�Ωέϭ�τγ

ϭ�ϢδΟ�ϪΑ�έΪϨ̰ϴϣ�Ωέ��έϮΤϣ�̵ΎΘγέ�έΩ�ϢδΟ�̶ϓήσ�ί y�ΪϨϳήΑ�ΪϳΎΑ�ϥϮΘϴϧ�ϝϭ�ϥϮϧΎϗ�ϖΒσ�β̡�ΩέΪϧ�̶Θ̯ήΣ�Ύϫ

ΪηΎΑ�ήϔλ�ϥ�ήΑ�Ωέϭ�̵Ύϫϭήϴϧ��έϮΤϣ�̵ήΑ�έ�ϦΗϮϴϧ�ϡϭΩ�ϥϮϧΎϗ�ϪϟΩΎόϣ�Ϧϳ�ήΑΎϨΑyϢϴγϮϨϴϣ�Ύϫ��ϢϳέΩ�̶Ϩόϳ���������

�́�˻�N mgcos ˹ �ϪΠϴΘϧ�έΩ�̂�˻��N mgcos���

�̶Ϩόϳ�ϥίϭ�̵ϭήϴϧ�τγ�ήΑ�ΩϮϤϋ�ϪϔϟϮϣ�ϩίΪϧ�ΎΑ�ήΑήΑ�τγ�̵ΩϮϤϋ�̵ϭήϴϧ�έΪϘϣ�Ϣϳήϴ̴ϴϣ�ϪΠϴΘϧmgcos�Ζγ��

�ϩίΪϧΎΑ�ήΑήΑ�ϥίϭ�̵ϭήϴϧ�τγ�̵ίϮϣ�ϪϔϟϮϣ�mgsin��έϮΤϣ�̵ΎΘγέ�έΩ�ϢδΟ�Ϫ̯�Ϫ̰ϴϳΎΠϧ�ί�ϭ�Ζγx�Ϧ̯Ύγ�Ύϫ

�Ζγ�̵ϭήϴϧ�ˬ�̶ϳϭήϴϧ�ΪϳΎΑ�β̡mgsin�ΪϨ̯�̶ΜϨΧ�έ�̭Ύ̰τλ�έ�ϭήϴϧ�Ϧϳ�̶ϳΎΘδϳ�ϢϴϣΎϨϴϣ��ΎΑ�έ�ϥ�ϭsf��ϥΎθϧ

ϢϴϫΪϴϣ��

�έϮΤϣ�̵ΎΘγέ�έΩ�έ�ϥϮΘϴϧ�ϡϭΩ�ϥϮϧΎϗ�ϪτΑέ�ϥϮϨ̯x�ϢϳέΩ�β̡�ϢϴδϳϮϨϴϣ�Ύϫ���˺˹�˻��smgsin - f ˹ �ΩϪΠϴΘϧ�έ�

�˺˺�˻��smgsin f ����Ζγ�ΐγΎϨΘϣ�τγ�̵ΩϮϤϋ�̵ϭήϴϧ�ΎΑ�̭Ύ̰τλ�̵ϭήϴϧ�Ϫ̯�ϢϴΘϔ̳�̵ϭήϴϧ�ΩέϮϣ�έΩ�ϭ

�ήΑήΑ�̭Ύ̰τλ�̵ϭήϴϧ�έΪϘϣ�ΩϮη�Ώήο�̶ΒγΎϨϣ�ΐϳήο�έΩ�̵ΩϮϤϋ�̵ϭήϴϧ�Ϧϳ�ή̳�ˬϢϤϳΰ̯Ύϣ�̶ϳΎΘδϳ�̭Ύ̰τλ

�ϪτΑέ�ΎΑ̋�˻�ΩϮθϴϣ��ϪτΑέ�ί̂�˻�έ�̵ΩϮϤϋ�̵ϭήϴϧ�έΪϘϣ�ϪτΑέ�έΩ�̋�˻��ϪτΑέ�έΩ�ϭ�ϩΩΩ�έήϗ˺˺�˻�̵ΎΠΑ�

sf�ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ��ϪτΑέ�έΩ�Ϫ̯�̶ϳϭήϴϧ�Ϫ̯�ΩϮη�ϪΟϮΗ˺˺�˻��̭Ύ̰τλ�̵ϭήϴϧ�ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ�̭Ύ̰τλ�̵ϭήϴϧ�̵ΎΠΑ

Ζγ�ϢϤϳΰ̯Ύϣ�̶ϳΎΘδϳ���ϢϳέΩ�ϪΠϴΘϧ�έΩ�˺˻�˻��smgsin mgcos ��ϢϳέΩ�ΎΠϧ�ί�Ϫ̯�˺˼�˻��stan �

�̵�Ϫϳϭί�Ζϧ̬ϧΎΗ�̶Ϩόϳ�Ϫ̯�ΎΑ�ήΑήΑ�ΩέΩ�έήϗ�Ζ̯ήΣ�ϪϧΎΘγ�έΩ�ϢδΟ�Ϫϳϭί�ϥ�έΩ�ϭ�ΩίΎδϴϣ�ϖϓ�ΎΑ�έΪΒϴη�τγ

̶ϳΎΘδϳ�̭Ύ̰τλ�ΐϳήο�έΪΒϴη�τγ�ΎΑ�ϢδΟ�ϢϤϳΰ̯Ύϣ�Ζγ��ΖΑΎΛ�Ζϋήγ�ΎΑ�Ζ̯ήΣ�ϝΎΣ�έΩ�ϢδΟ�̵ήΑ�ή̳��ήΑ

Ϟ̰η�έΪΒϴη�τγ�̵ϭέ˺�˻�Ύϗ�ϪτΑέ�̵ήΑ�Ϫ̯�Ϣϴγήϴϣ�̶ΠϳΎΘϧ�ϥΎϤϫ�ϪΑ�ϢϴδϳϮϨΑ�έ�ϦΗϮϴϧ�ϡϭΩ�ϥϮϧs�ϢϳΪϴγέ��β̡�

�ϪτΑέ�έΩ�ή̳˺˺�˻��̵ϭήϴϧ�̵ΎΠΑs maxf��̵�Ϫϳϭί�Ζϧ̬ϧΎΗ�Ϫ̯�ΩϮθϴϣ�ϪΠϴΘϧ��ϢϴϫΩ�έήϗ�έ�̶θΒϨΟ�̭Ύ̰τλ�̵ϭήϴϧ

ϳϭί�ϥ�έΩ�ϭ�ΩίΎδϴϣ�ϖϓ�ΎΑ�έΪΒϴη�τγ�Ϫ̯�ήΑήΑ�Ζγ�έΪΒϴη�τγ�ϦϴϳΎ̡�ϪΑ�ΖΑΎΛ�Ζϋήγ�ΎΑ�̭ήΣ�ϝΎΣ�έΩ�ϢδΟ�Ϫ

Ζγ�έΪΒϴη�τγ�ΎΑ�ϢδΟ�̶θΒϨΟ�̭Ύ̰τλ�ΐϳήο�ΎΑ��

�̭Ύ̰τλ�ΐϳήο�ϦϴϴόΗ�̵ήΑ�ϦϳήΑΎϨΑs maxf�ϭkf����έ�τγ�Ϫϳϭί�ϭ�ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ�̶Ϙϓ�τγ�̮ϳ�̵ϭέ�έ�̶ϤδΟ

ϮτΑ�ϖϓ�ΎΑΩέΩ�έήϗ�Ζ̯ήΣ�ϪϧΎΘγ�έΩ�ϢδΟ�Ϫ̯�̵�Ϫϳϭί�έΩ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ΩΎϳί�ϪΘδϫ�έ��ήΘθϴΑ�ΪΣ�ϥ�ί�Ϫϳϭί�ή̳�̶Ϩόϳ

�Ζ̯ήΣ�ϢδΟ�ΩϮηΩή̯�ΪϫϮΧ���̭Ύ̰τλ�ΐϳήο�ΎΑ�ήΑήΑ�Ϫ̯�ϢϴϨ̰ϴϣ�ΏΎδΣ�έ�ϥ�Ζϧ̬ϧΎΗ�ϭ�ϩΩή̯�ΏΎδΣ�έ�Ϫϳϭί

s maxf�ΩϮθϴϣ���Ϫ̯�Ϫ̰ϴϳΎΠϧ�ίkf�ί�ήΘϤ̯s maxf��έήϗ�Ζ̯ήΣ�ϪϧΎΘγ�έΩ�ϥ�έΩ�ϢδΟ�Ϫ̯�̵�Ϫϳϭί�ϦϴϴόΗ�ί�ΪόΑ�Ζγ

�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη�ΖΑΎΛ�Ζϋήγ�ΎΑ�ϢδΟ�ή̳�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ωέϭ�̶ϔϴϔΧ�ϪΑήο�τγ�ϪΑ�ϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ϣ̯�Ϫϳϭί�έΪϘϣ�ί�̶Ϥ̯�ΩέΩ

̭Ύ̰τλ�ΐϳήο�ΎΑ�ήΑήΑ�Ϫϳϭί�Ϧϳ�Ζϧ̬ϧΎΗ�Ωή̯kf�Ζ̯ήΣ�ϢδΟ�ή̳�Ύϣ�Ζγ��ϪϓΎο�Ϫϳϭί�ϪΑ�̶Ϥ̯�έΪϘϣ�Ωή̰ϧ

ΪϨ̯�ΖΑΎΛ�Ζϋήγ�ΎΑ�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη�ϢδΟ�ΖϳΎϬϧ�έΩ�ΎΗ�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ωέϭ�τγ�ϪΑ�̶ϔϴϔΧ�ϪΑήο�ϩέΎΑϭΩ�ϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ���Ζϧ̬ϧΎΗ



 

 

 

 

 

 

Ζγ�τγ�Ϧϳ�ΎΑ�ϢδΟ�̶θΒϨΟ�̭Ύ̰τλ�ΐϳήο�ΎΑ�ήΑήΑ�Ϣϳέϭ�̶ϣ�ΖγΪΑ�Ϫ̯�̵�Ϫϳϭί��ϪΑ�Ϫ̰Ϩϳ�ΖϠϋ�ϪΑήο�τγ

�Ϫ̰ϴϳΎΠϧ�ί�Ϫ̯�Ζγ�Ϧϳ�Ϣϴϧΰϴϣs maxf��ίkf�ήϴϧ�ϢδΟ�ϪΑ�ΪϳΎΑ�Ζγ�ήΘθϴΑ̵ϭήϴϧ�ϪΑ�ΎΗ�ϢϴϨ̯�Ωέϭ�̶̰̩Ϯ̯�̵ϭ�

�ϪψΤϟ�Ϧϳ�έΩ�ΪϨ̯�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη�ϭ�ΪϨ̯�ϪΒϠϏ�ϢϤϳΰ̯Ύϣ�̶ϳΎΘδϳ�̭Ύ̰τλs maxf�λ�̵ϭήϴϧ�ϪΑζϫΎ̯�̶θΒϨΟ�̭Ύ̰τ�

��ϭ�ΪϨ̰ϴϣ�Ϊϴ̡�ϢδΟΪϨ̰ϴϣ�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη�ΖΑΎΛ�Ζϋήγ�ΎΑ����Ϣϫ�ϪΑ�̮ϳΩΰϧ�Ϫϳϭί�ϦϳΪϨ̩�έΩ�Ζγ�Ϧ̰Ϥϣ�Ϫ̯�ΪϴϨ̯�ϪΟϮΗ

ΪηΎΑ�ΖΑΎΛ�Ζϋήγ�ΎΑ�Ϫ̯�ϢϴΘδϫ�̶Θ̯ήΣ�ϝΎΒϧΩ�Ύϣ�̶ϟϭ�ΪϨ̯�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη�ϢδΟ�τγ�ϪΑ�ϪΑήο�ϥΩί�ΎΑ��ϥϮ̩�ϭ

�Ϟ̰θϣ�̶Ϥ̯�ϥΪϳΩ�ϪϠϴγϮΑ�ϢδΟ�Ζϋήγ�ϥΩϮΑ�ΖΑΎΛ�κϴΨθΗ�ϡΎΠϧ�ΰϴϧ�̮ϳΩΰϧ�Ϫϳϭί�ΪϨ̩�̵ήΑ�έ�έΎ̯�Ϧϳ�Ζγ

ϢϴϫΪϴϣ�ϝΎΜϣ�ϥϮϨϋ�ϪΑ��Ϫϳϭί�έΩ�ή̳��ΖΑΎΛ�έ�ϥ�Ζϋήγ�ή̳�̶ΘΣ�Ωή̯�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη�ϢδΟ�ϪΑήο�ϥΩί�ΎΑ

ϢϴϨ̰ϴϣ�ήΘϤ̯��̶Ϥ̯�έ�Ϫϳϭί�έΪϘϣ�ˬϢϳΩΩ�κϴΨθΗ��Ϫϳϭί�ϪΑ�ϼΜϣ�ΎΗ�ήΑϢϴγ��τγ�ϪΑ�̶̰̩Ϯ̯�ϪΑήο�ϩέΎΑϭΩ�ϭ

�ϢδΟ�Ύϳ�Ϫ̯�ϢϴϨϴΒΑ�ΎΗ�ϢϴϧΰϴϣϪϧ�Ύϳ�ΪϨ̰ϴϣ�Ζ̯ήΣ��Ϫϳϭί�Ωή̰ϧ�Ζ̯ήΣ�ϢδΟ�ή̳��Ζ̯ήΣ�ϢδΟ�ή̳�ϭ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ΏΎΨΘϧ�έ

�ϼΜϣ�Ϫϳϭί�̮ϳ�έΩ�Ϫ̯�ΎΠϧ�ΎΗ�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ϣ̯�Ϣϫ�ίΎΑ�έ�Ϫϳϭί�Ωή̯�ϥΩί�ΎΑ�ϢδΟ��Ϧϳ�έΩ�ΪϨ̰ϧ�Ζ̯ήΣ�τγ�ϪΑ�ϪΑήο

�ϞΒϗ�Ύϣ�Ϫϳϭί�ΕέϮλ��τγ�ϪΑ�̶̰̩Ϯ̯�ϪΑήο�ϥΩί�ΎΑ�ϢδΟ�ϥ�έΩ�Ϫ̯Ζ̯ήΣ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ΏΎΨΘϧ�έ�Ωή̰ϴϣ��

�ΎΗ�Ύϫ�Ϫϳϭί�ϡΎϤΗ�έΩ�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ωέϭ�τγ�ϪΑ�Ϫ̯�̵�ϪΑήο�ϭ�ΪηΎΑ�̮̩Ϯ̯�ΪϳΎΑ�τγ�ϪΑ�Ωέϭ�ϪΑήο�Ϫ̯�ΪϴϨ̯�ϪΟϮΗ

̰ϴϳΎΟΪηΎΑ�̶̰ϳ�ϩίΪϧ�υΎΤϟ�ί�Ζγ�Ϧ̰Ϥϣ�Ϫ���

�ήΑήΑ�ή̴ϳΪ̰ϳ�ΎΑ�ϒϠΘΨϣ�̵Ύϫ�τγ�̵ϭέ�ήΑ�ϢδΟ�̮ϳ�̶θΒϨΟ�ϭ�ϢϤϳΰ̯Ύϣ�̶ϳΎΘδϳ�̭Ύ̰τλ�ΐϳήο�Ϫ̯�ΩϮη�ϪΟϮΗ

Ζδϴϧ����

�Ϟ̰η�ϖΑΎτϣ�Ϫ̯�Ζγ�Ϧϳ�τγ�ϭ�ϢδΟ�ϦϴΑ�̭Ύ̰τλ�ΐϳήο�ϦϴϴόΗ�̵ήΑ�ή̴ϳΩ�ϩέ˻�˻�ϢϴϨ̯�ϞϤϋ��

Ύϧ�̭Ύ̰τλ�ϭ�ϩήϗήϗ�ϡήΟ�ϞΑΎϘϣ�Ϟ̰η�έΩϥ�ί�̶η��

�ϢδΟ�Ϫ̯�̶Ψϧ�ϡήΟ�ϭ�Ζγ�ΰϴ̩Ύϧa��Ϫϔ̯�ϪΑ�έb��ϞμΘϣ��a� 

Ζγ�ϦΘϓή̳�ϩΪϳΩΎϧ�ϞΑΎϗ�ΪϨ̰ϴϣ��  �

�ϢδΟ�ϞΑΎϘϣ�Ϟ̰η�έΩa��Ϫϔ̯�ϪΑ�̶Ψϧ�ϪϠϴγϮΑb��Ϟλϭ��b  

Ζγ�ϩΪη��̵ήΑa�ϭ b�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ϣγέ�ΕΎμΘΨϣ�ϩΎ̴ΘγΩ�

έ�ϩΎ̴ΘγΩ�ΖΒΜϣ�̵Ϯγ�ˬ�ϥΎ̰ϴ̡�ΖϬΟ�Ϫ̰ϳέϮτΑ�

ΪϫΪϴϣ�ϥΎθϧ��

�Ϫ̯�ΪϴϨ̯�νήϓa�Ζγ�Ϧ̯Ύγ�ΪΘΑ�έΩ��ϦϳήϳΎϨΑ�Ϟ̰η˻�˻�

�ΎΗ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϪϓΎο�Ϫϧίϭ�έΪϘϧ�Ϫϔ̯�ϪΑa�ΪϨ̯�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη��έήϗ�Ϫϔ̯�έΩ�ή̳�Ϫ̯�Ζγ�̶ϣήΟ�έΪϘϣ�ϦϴϴόΗ�Ύϣ�ϑΪϫ

�ϢϴϫΩa�Ϙϣ�ϥ�̵ί�ϪΑϡήΟ�έΪ�ΩϮΑ�ΪϫϮΧ�έΪΒϴη�τγ�̵ϻΎΑ�ϪΑ�Ζ̯ήΣ�ϪϧΎΘγ�έΩ�ϢδΟ���ϡΎΠϧ�Ϫ̯�̶ΗΎΒγΎΤϣ�έΩ�ΎϫΪόΑ

ϣ�Ϧϳ�ΩΩ�ϢϴϫϮΧΪϧϮθϴϣ�ϊϗϭ�Ύϣ�ίΎϴϧ�ΩέϮϣ�Ϫϔ̯�ϡήΟ�ΎΑ�ϩήϤϫ�ϡήΟ�έΪϘ��

ϣ�̵ί�ϪΑ�ΎΗ�ϢϴϨ̯�Ϣ̯�ϭ�ϪϓΎο�Ϫϧίϭ�Ϫϔ̯�ϪΑ�έΪϗ�ϥ�ΪϳΎΑ�ΎέΪϘϣ�̮ϳ�κΨθϣ�ϡήΟˬ��ϢδΟ̵ϻΎΑ�ϪΑ�Ζ̯ήΣ�ϪϧΎΘγ�έΩ�

�έΪΒϴη�τγΩήϴ̳�έήϗ��έΪϘϣ�ΪϨ̩�̵ί�ϪΑ�Ζγ�Ϧ̰Ϥϣ�Ϫ̯�ΪϴϨ̯�ϪΟϮΗ�ϡήΟ�ˬ��ϢδΟΩήϴ̳�έήϗ�Ζ̯ήΣ�ϪϧΎΘγ�έΩ�

ήΑΎϨΑΎΗ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϪϓΎο�ϭ�Ϣ̯�Ϫϧίϭ�έΪϗ�ϥ�ΎτΧ�ϭ�ϥϮϣί�ΎΑ�Ϧϳ�ϦϳήΘϘϴϗΩ�ϢϳέϭΎϴΑ�ΖγΪΑ�έ�ϡήΟ�έΪϘϣ���Ζγ�ήΘϬΑ�

ήϳΩΎϘϣ�̵ί�ϪΑ�ϭ�Ϣ̯�Ϣ̯ˬ�ϢϳΩέϭ�ΖγΪΑ�έ�Ζγ�Ζ̯ήΣ�ϪϧΎΘγ�έΩ�ϢδΟ�ϥ�̵ί�ϪΑ�Ϫ̯�̶ϣήΟ�έΪϘϣ�ΩϭΪΣ�Ϫ̰ϴϣΎ̴Ϩϫ�

�ϪΑˬ�Ϣ̯ϢϴϨ̯�ϪϓΎο�Ϫϔ̯�ϡήΟ��έΎ̯�ϥΎϳΎ̡�έΩ�Ϫ̯�ΪϴϨ̯�ϪΟϮΗa�ϳΎΒϧΪϨ̯�Ζ̯ήΣ�Ϊ��



 

 

ΪϴϨ̯�νήϓ�ϝΎΜϣ�̵ήΑ��ϢϳέΩ�έΎϴΘΧ�έΩ�Ϫ̯�̵�Ϫϧίϭ�ϦϳήΘ̰̩Ϯ̯�Ϫ̯̋�˹�Ζγ�ϡή̳��Ϫϧίϭ�Ϫϔ̯�έΩ˻˹ΩέΩ�έήϗ�̶ϣή̳��

�Ϫϧίϭ�ϥϮϨ̯̋��Ϫ̯�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϩΪϫΎθϣ�ϭ�ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ�Ϫϔ̯�έΩ�έ�̶ϣή̳a��Ϫϧίϭ�ϦϳήΑΎϨΑ�ΪϨ̰ϴϣ�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη̋έ�̶ϣή̳�

�Ϫϧίϭ�ϭ�ϪΘηΩήΑ̊�ϴϣ�έήϗ�Ϫϔ̯�ϥϭέΩ�έ�̶ϣή̳�Ϫ̯�ϢϴϨϴΒϴϣ�ϢϴϫΪa��Ϫϧίϭ�β̡�ΪϨ̰ϴϣ�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη�ίΎΑ̊��έ�̶ϣή̳

ϭ�ϪΘηΩήΑ��Ϫϧίϭ�ϼΜϣ˻��Ϫ̯�ϢϴϨϴΒϴϣ�Ϣϳέά̴ϴϣ�έ�̶ϣή̳a��ϡήΟ�ϪΑ�Ϫϧίϭ�̮ϳ�β̡�ΪϨ̰ϴϤϧ�Ζ̯ήΣ˺��ϪϓΎο�Ϫϔ̯�ϪΑ�ϡή̳

ϢϴϨ̰ϴϣ��Ϫ̯�ϢϴϨϴΒϴϣa��ϡήΟ�ϪΑ�̶Ϩόϳ�ήΘϤ̯�ϡήΟ�ΎΑ�Ϫϧίϭ�̮ϳ�β̡�ΪϨ̰ϴϤϧ��Ζ̯ήΣ˹�̋�Ϩ̰ϴϣ�ϪϓΎο�Ϫϔ̯�ϪΑ�έ�ϡή̳�ϢϴϨϴΒϴϣ�Ϣϴ

�ί�ήΘϤ̯�Ϫϧίϭ�Ϫ̯�̶ϳΎΠϧ�ί�̶ϟϭ�ΪϨ̰ϴϣ�Ζ̯ήΣ�Ϫϔ̯�Ϫ̯˹�̋��Ϫϧίϭ�ϢϳέΪϧ�ϡή̳˹�̋�Ϫϔ̯�ϡήΟ�ϪΘηΩήΑ�έ�̶ϣή̳��ϩήϤϫ

Ύϫ�Ϫϧίϭ�ϡήΟ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ΏΎδΣ�έ��ΎΗ�ΩΩ�έήϗ�ϥϮΘϴϣ�Ϫϔ̯�έΩ�Ϫ̯�̶ϣήΟ�ϦϳήΘθϴΑ�ΕΎΤϴοϮΗ�Ϧϳ�ΎΑa��Ζ̯ήΣ�ϪϧΎΘγ�έΩ

ήΑήΑ�Ωήϴ̳�έήϗ�˻˼ϡή̳�Ϫϔ̯�ϡήΟ�ϩϭϼϋ�ϪΑ�Ζγ��

�Ϫϧίϭ�Ϫ̰Ϩϳ�ί�ΪόΑ�ή̳˺��ϢϳΩΩ�έήϗ�Ϫϔ̯�έΩ�έ�̶ϣή̳ˬ��Ϫ̯�ϢϳΪϳΩa��Ϫϧίϭ�ΪϳΎΑ�ΪϨ̰ϴϣ�Ζ̯ήΣ˺�ήΑ�έ�̶ϣή̳ϢϴΘηΪϴϣ��ϭ

�Ϫϧίϭ�̶Ϩόϳ�ήΘ̰̩Ϯ̯�Ϫϧίϭ�̮ϳ˹�̋��ή̳�Ϫ̯�ϢϳΩΪϴϣ�έήϗ�Ϫϔ̯�έΩ�έ�̶ϣή̳a�Ωή̰ϴϤϧ�Ζ̯ήΣ��̵ήΑ�Ϫ̯�έ�̶ϣήΟ

�ϢϳΩή̰ϴϣ�ΖηΩΩΎϳ�ΕΎΒγΎΤϣ˻˻�̋�ϡή̳�Ϫϔ̯�ϡήΟ�ϩϭϼϋ�ϪΑ�ΩϮΑ���ΕΎΒγΎΤϣ�̵ήΑ�ϡίϻ�ϡήΟ�Ωή̰ϴϣ�Ζ̯ήΣ�ίΎΑ�ή̳�̶ϟϭ

˻˻�ϡή̳�Ϫϔ̯�ϡήΟ�ϩϭϼϋ�ϪΑ�Ϊθϴϣ��

ϢϳίΩή̢ϴϣ�ϢϤϳΰ̯Ύϣ�̶ϳΎΘδϳ�̭Ύ̰τλ�ΐϳήο�ϪΒγΎΤϣ�̵ήΑ�ϡίϻ�ΕΎΒγΎΤϣ�ϪΑ�ϥϮϨ̯��

Ϟ̰η�έΩ˻�˻��ϢδΟa��ΩέΩ�έήϗ�ϥϮ̰γ�ΖϟΎΣ�έΩ���̵Ύϫϭήϴϧ�ϢδΟ�ήΑT��ϭw�ϭN�ϭs maxf�̯�ΩϮθϴϣ�Ωέϭ�ϪT��̵ϭήϴϧ

ϢδΟ�ϪΑ�ϞμΘϣ�Φϧ�ζθ̯�a�Ζγ �ˬw�Ϧϴϣί�ϑήσ�ί�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵ϭήϴϧ�ΪηΎΒϴϣ��Ζγ�ϢδΟ�ϥίϭ�ϥΎϤϫ�Ϫ̯ˬ�N��Ϫ̯

Ζγ�ϢδΟ�ϪΑ�τγ�ϑήσ�ί�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ�̵ΩϮϤϋ�̵ϭήϴϧ�ϡΎΠϧήγ�ϭs maxf�̭Ύ̰τλ�̵ϭήϴϧ�Ϫ̯�ϢϤϳΰ̯Ύϣ�̶ϳΎΘδϳ�

Ζγ�τγ�ϑήσ�ί�ϢδΟ�ήΑ�Ωέϭ���ϥϮϧΎϗ�ϖΒσήΑ�Ωέϭ�̵Ύϫϭήϴϧ�ΪϨϳήΑ�ϦΗϮϴϧ�ϝϭa�Ζγ�ήϔλ��ϪτΑέ�β̡˺�˺��̶Ϩόϳ

ϢϴδϳϮϨϴϣ�ϥ�̵ήΑ�έ�ϦΗϮϴϧ�ϡϭΩ�ϥϮϧΎϗ�ϪτΑέ��ΩϮη�ϪΟϮΗ�ςϘϓ�ϖϓ�ΎΑ�τγ�Ϫϳϭί�Ϫ̯��ϭ�Ζγ��Ϟ̰η�ΪϨϧΎϤϫ˺�˻�

ϥίϭ�̵ϭήϴϧ�mg��ϢϳΩή̯�ϪϳΰΠΗ�Ϣϫ�ήΑ�ΩϮϤϋ�ϪϔϟϮϣ�ϭΩ�ϪΑ�έ��ΎΘγέ�έΩ�Ϧϳ�ήΑΎϨΑ�έϮΤϣ�̵x�Ύϫ�ϢδΟ�̵ήΑa�ϢϳέΩ��

�˺̊�˻��s maxmgsin f T ˹   ��ϪΠϴΘϧ�έΩ�˺̋�˻��s maxf T - mgsin����̶ϓήσ�ί ί��ϪτΑέ̋�˻�

�ϢϳέΩs maxf N s ���̵ϭήϴϧ�ΪϳΎΑ�ϥϮϨ̯N��ϭT��̵Ύϫ�ϪτΑέ�ϥΩΩ�έήϗ�̵ϭΎδϣ�ΎΑ�ϭ�ϢϴϨ̯�ϪΒγΎΤϣ�έ˺̋�˻�ϭ���

̋�˻�λ�ΐϳήο�̭Ύ̰τ̶ϳΎΘδϳ�ϢϴϨ̯�ΏΎδΣ�έ�ϢϤϳΰ̯Ύϣ��

 �ϢδΟ�̵ήΑa��έϮΤϣ�̵ΎΘγέ�έΩyϢϳέΩ�Ύϫ��

�˺̌�˻��N mgcos ˹ ��ϪΠϴΘϧ�έΩ�˺̀�˻��N mgcos���

�Ϫϔ̯b��Ϫϔ̯�̵ήΑ�ϦϳήΑΎϨΑ�Ζγ�ϥϮ̰γ�ΖϟΎΣ�έΩ�ΰϴϧb��έϮΤϣ�̵ΎΘγέ�έΩyΎϫ�εΩϮΧ�ΕΎμΘΨϣ�ϩΎ̴ΘγΩ�έΩ�ϢϳέΩ��

�˺́�˻��T Mg ˹ ��ϪΠϴΘϧ�έΩ�˺̂�˻��T Mg����Ϫ̯M�Ζγ�Ϫϔ̯�ϡήΟ�ϩϭϼϋ�ϪΑ�Ύϫ�Ϫϧίϭ�ϡήΟ��

�̵Ύϫ�ϪτΑέ�έΩ�ϥϮϨ̯˺̋�˻��ϭ̋�˻��̵ΎΠΑT��ϭN��̵Ύϫ�ϪτΑέ�ί�έ�ϥΎθϟΩΎόϣ˺̂�˻��ϭ˺̌�˻��β̢γ�ϭ�ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ

�̵Ύϫ�ϪτΑέ˺̋�˻��ϭ̋�˻�ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ�Ϣϫ�̵ϭΎδϣ�έ��ΑϢϳέΩ�ϦϳήΑΎϨ���

�˻˹�˻��mgcos Mg mgsins   ��ϪΠϴΘϧ�έΩ�˻˺�˻��
Mg - mgsin

mgcoss



 ��

�ϥ�έΩ�Ϫ̯m�Ζγ�τγ�̵ϭέ�ϢδΟ�ϡήΟ��ϢϴϨ̯�ΏΎδΣ�έ�ϢϤϳΰ̯Ύϣ�̶ϳΎΘδϳ�̭Ύ̰τλ�ΐϳήο�ϢϴΘδϧϮΗ�ϪΠϴΘϧ�έΩ��



 

 

�ϪΒγΎΤϣ�̵ήΑ
k
�έ�̶ϣήΟ�ΪϳΎΑ�ˬ�Ϫ̯�Ϣϳέϭ�ΖγΪΑ�Ϫ̯�̶ΘϟΎΣ�έΩ�ή̳a��ΩϮη�ϩΩί�ΰϴϣ�ϪΑ�̵�ϪΑήοˬΖγ�Ϧ̯Ύγa��ΎΑ

ΪϨ̯�Ζ̯ήΣ�έΪΒϴη�τγ�̵ϻΎΑ�ϪΑ�ΖΑΎΛ�Ζϋήγ���

Ζγ�ϥϮ̰γ�ϝΎΣ�έΩ�ϢδΟ�Ϫ̰ϴΘϗϭ�ΎΗ�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ϣ̯�ϭ�ϪϓΎο�ϡήΟ�Ϫϔ̯�ϪΑ�έΪϗ�ϥ�έΎ̯�Ϧϳ�̵ήΑ��τγ�ϪΑ�̵�ϪΑήο�ϥΩί�ΎΑ

ˬΪϨ̯�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη�ΖΑΎΛ�Ζϋήγ�ΎΑ�ϢδΟ�Σ�έΩ�ϢδΟ�Ϫ̰Ϩϳ�κϴΨθΗ�ϥϮ̩�ˬϪϧ�Ύϳ�Ζγ�ΖΑΎΛ�Ζϋήγ�ΎΑ�Ζ̯ήΣ�ϝΎ

Ζγ�Ϟ̰θϣ�̶Ϥ̯��̵�ϪΑήο�ϥΩί�ΎΑ�ϒϠΘΨϣ�ϡήΟ�ΪϨ̩�̵ί�ϪΑ�Ζγ�Ϧ̰Ϥϣ�ϢδΟ�̶ϓήσ�ί�ϭ���Ϧ̯Ύγ�ϢδΟ�Ϫ̰ϴϣΎ̴Ϩϫ

Ζγ��ˬΪϨ̯�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη�ΎΗ�ϢϴϨ̰ϴϣ�Ϣ̯�ϭ�ϪϓΎο�Ϫϔ̯�ϪΑ�ϡήΟ�έΪϗ�ϥ�ΎτΧ�ϭ�ϥϮϣί�ΎΑ�ϦϳήΑΎϨΑϦϳήΘϤ̯��̶ϣήΟ�έΪϘϣ

�ϡήΟ�ϥ�̵ί�ϪΑ�Ϫ̯Αήο�ϥΩί�ΎΑΖΑΎΛ�Ζϋήγ�ΎΑ�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη�ϢδΟ�τγ�ϪΑ�̶̰̩Ϯ̯�Ϫ�Ϣϳέϭ�ΖγΪΑ�έ�ˬΪϨ̰ϴϣ��

ΪηΎΑ�Ϧ̯Ύγ�ΪϳΎΑ�ϢδΟ�τγ�ϪΑ�ϥΩί�ϪΑήο�ί�ϞΒϗ�Ϫ̯�ΩϮη�ϪΟϮΗ����

�ϢϳέΩ�έΎϴΘΧ�έΩ�Ϫ̯�̵�Ϫϧίϭ�ϦϳήΘ̰̩Ϯ̯�ΪϴϨ̯�νήϓ�ϝΎΜϣ�̵ήΑ̋�˹��Ϫϧίϭ�Ϫϔ̯�ϥϭέΩ�ϭ�ΩέΩ�ϡήΟ�ϡή̳˻˹��̶ϣή̳

ΩέΩ�έήϗ��Ϫϧίϭ̋ήϗ�Ϫϔ̯�ϥϭέΩ�έ�̶ϣή̳ϢϴϨ̰ϴϣ�Ωέϭ�τγ�ϪΑ�̶̰̩Ϯ̯�ϪΑήο�ϭ�ϢϴϫΪϴϣ�έ��Ϫ̯�ϢϴϨϴΒϴϣa��ϥΎϨ̪Ϥϫ

Ϫϧίϭ�β̡�Ζγ�Ϧ̯Ύγ��ϡήΟ�ϪΑ�ϼΜϣ�̵ή̴ϳΩ˼��τγ�ϪΑ�̵�ϪΑήο�Ϫ̰Ϩϳ�ί�ϞΒϗ�Ϫ̯�ϢϴϨϴΒϴϣ�ϢϴϨ̰ϴϣ�ϪϓΎο�Ϫϔ̯�ϪΑ�έ�ϡή̳

�ϢϴϧΰΑa�Ϧϳ�β̡�ΪϨ̰ϴϣ�Ζ̯ήΣ��Ϫϧίϭ�ϪΘηΩήΑ�έ�Ϫϧίϭ˻�Ϫ̯�ϢϴϨϴΒϴϣ�ϝΎΣ�Ϣϳέά̴ϴϣ�Ϫϔ̯�έΩ�̶ϣή̳�̯ήΣ�ϢδΟ�ΪϨ̰ϴϤϧ�Ζ

�Ϣϴϧΰϴϣ�ΰϴϣ�ϪΑ�̶̰̩Ϯ̯�ϪΑήοˬΪϨ̰ϴϣ�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη�ΖΑΎΛ�Ζϋήγ�ΎΑ�ϢδΟ�Ϫ̯�ϢϴϨϴΒϴϣ��Ϫϧίϭ�ϥΎϨϴϤσ�̵ήΑ˻�̶ϣή̳

Ϫϧίϭ�̮ϳ�ϭ�ϪΘηΩήΑ�έ˺�̋��Ϣϴϧΰϴϣ�τγ�ϪΑ�̶̰̩Ϯ̯�ϪΑήο�ϭ�ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ�Ϫϔ̯�ϥϭέΩ�̶ϣή̳��ϢδΟ�Ϫ̯�ϢϴϨϴΒϴϣa��ίΎΑ

ΪϨ̰ϴϣ�Ζ̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη��Ϫϧίϭ�ϥϮϨ̯˺�̋�Ϫϧίϭ�ϭ�ϪΘηΩήΑ�έ�˺��ϢϴϨ̰ϴϣ�ϪϓΎο�Ϫϔ̯�ϪΑ�έ�̶ϣή̳��ϥΩί�ΎΑ�Ϫ̯�ϢϴϨϴΒϴϣ

̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη�ϢδΟ�ϪΑήοΪϨ̰ϴϤϧ�Ζ���ί�ήΘ̰̩Ϯ̯�Ϫϧίϭ�̶ϓήσ�ί˹�̋��ϢϴϨ̯�ϪϓΎο�Ϫϔ̯�ϪΑ�Ϫ̯�ϢϳέΪϧ�ϡή̳�ϦϳήΑΎϨΑ�

�Ϫϧίϭ˺�Ϫϧίϭ�ϥΎϤϫ�ϭ�ϪΘηΩήΑ�έ�̶ϣή̳˺�̋�ϢϴϫΪϴϣ�έήϗ�Ϫϔ̯�έΩ�έ�̶ϣή̳��ϦϳήΑΎϨΑϦϳήΘϤ̯��ϥ�̵ί�ϪΑ�Ϫ̯�̶ϣήΟ

�ΎΑ�ϢδΟΖ̯ήΣ�ϪΑ�ωϭήη�ϪΑήο�ϥΩί��ΎΑ�ήΑήΑ�ΪϨ̰ϴϣ̋�˻̌Ζγ�ϡή̳��

�ϦϴϧϮϗ�ή̳�ϪΒγΎΤϣ�̵ήΑ�έ�ϦΗϮϴϧ
k
��̵ήΑ�Ϫ̯�Ϣϴγήϴϣ�̶ΠϳΎΘϧ�ϥΎϤϫ�ϪΑ�ϢϴδϳϮϨΑs��̵ήΑ�ϦϳήΑΎϨΑ�ϢϳΪϴγέ

k
�

ϢϳέΩ��������˻˻�˻���
M g-mgsin

mgcosk






��ϥ�έΩ�Ϫ̯M�Ζγ�Ϫϔ̯�ϩϭϼϋ�ϪΑ�Ύϫ�Ϫϧίϭ�ϡήΟ��

�ϪτΑέ˻˻�˻�έ�ϥϮΘϴϣ��ΕέϮμΑ�˻˼�˻��k

M g mgsin

mgcos mgcos




 


 ��ϢϳέΩ�ϪϣΩ�έΩ�Ϫ̯�ΖηϮϧ��

�˻̊�˻��k

M
tan

mcos
 




 ��ϪτΑέ�ί�ή̳˻̊�˻��ϥ�ί�β̢γ�ϭ�ϪΘϓή̳�̶όϴΒσ�ϢΘϳέΎ̴ϟ�̵ΎτΧ�Ϣϳήϴ̴Α�ϖΘθϣ

�ϖϠτϣk��ΎΑ�Ζγ�ήΑήΑ�Ϫ̯�Ϊϳ�̶ϣ�ΖγΪΑ���˻̋�˻��k k

ÄM Äm
Ä ( )

M m
 


  


���̵ήΑs��ΪϨϧΎϣ�ΰϴϧk�

�ϢϳέΩ���˻̌�˻��s s
ÄM Äm

Ä ( )
M m

   ��Ϫ̯�Äm��ϭÄM�ϭÄM�ϩΩΎϔΘγ�ΩέϮϣ�̵ϭίήΗ�ΖϗΩ�ΎΑ�ήΑήΑ��

ΪϨηΎΒϴϣ��ϪΒγΎΤϣ�̵ήΑ�ϡίϻ�ΕΎΤϴοϮΗ�Ϫ̯�ϝΎΣs��ϭk
�Ϣϳϭήϴϣ�ζϳΎϣί�Ρήη�ύήδΑ�Ϊη�ϩΩΩ��

�

�



 

 

�ζϳΎϣί�ζΨΑ˼��

�

ΩέϮϣ�ϡίϮϟ�ίΎϴϧ��ˬΕϭΎϔΘϣ�̵ΎϬϣήΟ�ΎΑ�ϡίϻ�ΩΪόΗ�ϪΑ�ϪϧίϭˬέΪΒϴη�τγϭίήΗ�

ζϳΎϣί�ϡΎΠϧ�̵�ϩϮϴη��

ϡϭΩ�ϩϮϴη�ϪΑ�έ�ζϳΎϣί�Ύϣ�Ϊη�ϩΩΩ�̶ϠΒϗ�ζΨΑ�έΩ�ϥ�ϡΎΠϧ�Ρήη�Ϫ̯�ϢϴϫΪϴϣ�ϡΎΠϧ���ϢδΟ�Ύϣ�ζϳΎϣί�Ϧϳ�έΩa��έΩ�Ϫ̯�έ

�Ϟ̰η˻�˻�ϢϴϣΎϨϴϣ�ϪΑέ�έ�Ζγ�ϩΪη�ϩΩΩ�ϥΎθϧ��

�Ύϣϧ�έΎΑ�έΎϬ̩�έ�ζϳΎϣίϢϳΩΩ�ϡΎΠ��Ϫϳϭί�ΎΑ�έΎΑ�ϭΩ̌̊�˻̋�Ϫϳϭί�ΎΑ�έΎΑ�ϭΩ�ϭ�ϪΟέΩ˺̂�˺́�έΩ�Ϫ̯�ϢϳΩΩ�ϡΎΠϧ�ϪΟέΩ

�Ϫϳϭί�ήϫ�̮ϳϪΑέ�ϡήΟ�έΎΑ̋̋�̊˻��ϪΑ�έ�ϪΑέ�ϡήΟ�Ϫϧίϭ�ϥΩή̯�ϪϓΎο�ΎΑ�ή̴ϳΩ�έΎΑ�ϭ�ΩϮΑ�ϡή̳̌̋�̊˼��ϩΪϴϧΎγέ�ϡή̳

Ϣϳ��ϩΩΎϔΘγ�ΩέϮϣ�̵ϭίήΗ�ΖϗΩ
̋

˺˹


�γ�ϩΩϮΑ�ϡή̳ϮϠϴ̯Ζ���ϭg��ΎΑ�ήΑήΑ�έ
˻

m

s
�́�̂�Ϣϳ�ϪΘϓή̳��

Ϊϣ�ΖγΪΑ�ήϳί�ΞϳΎΘϧ�ζϳΎϣί�ϡΎΠϧ�ί�β̡��

�

̵ήΑ�Ϫϔ̯�ϡήΟ�

k
 (kg)M�

̵ήΑ�Ϫϔ̯�ϡήΟ�

s���M (kg) 
ϪΑέ��ϡήΟ�

m (kg) 
έΎϤηϩ  
ζϳΎϣί 
 

�Ϫϳϭί�ϪΟέΩ��

˻
˺˹

́˹˼�˻�
˻

˺˹
˹˺˻�˼�

˻
˺˹

̋˺̌�̋�˺�˺̂�˺́�
˻

˺˹
̊́̂�˼�

˻
˺˹

́˹̌�˼�
˻

˺˹
̋˺̀�̌�˻�

˻
˺˹

̀́̂�˼�
˻

˺˹
˹˹̌�̊�

˻
˺˹

̋˺̌�̋�˼�̌̊�˻̋�
˻

˺˹
˼́̊�̊�

˻
˺˹

̊́̂�̊�
˻

˺˹
̋˺̀�̌�̊�

ϝϭΪΟ˺�˼�

̵ήϴ̳�ϩίΪϧ�ήϳΩΎϘϣ��̵ήΑ�ϩΪηs��ϭk
��ϩέΎϤη�̵ΎϬθϳΎϣί�ί˺��ΎΗ̊�Ζγ�έήϗ�Ϧϳ�ϪΑ��

�

k
�s�k

�s�ζϳΎϣί�ϩέΎϤη�

˻
˺˹

˺�˻
˺˹

˺�˺
˺˹

˹̌̊�˻�
˺

˺˹
̊̌˼�˻�˺�

˻
˺˹

˺�˻
˺˹

˺�˺
˺˹

˼̊̂�˻�
˺

˺˹
́̌˺�˻�˻�

˻
˺˹

˺�˻
˺˹

˺�˺
˺˹

́˻˹�˻�
˺

˺˹
˻̋̀�˼�˼�

˻
˺˹

˺�˻
˺˹

˺�˺
˺˹

̌̌˺�˻�
˺

˺˹
́̊˹�˻�̊�

˻
˺˹

˺�˻
˺˹

˺�˺
˺˹

̊̀˼�˻�
˺

˺˹
́̋̋�˻�Ϧϴ̴ϧΎϴϣ�

ϝϭΪΟ˻�˼ 

 
 
 
 

�



 

 

Ζγ�ϩΪη�ϪΘηϮϧ�έΎηΎϳ�ςγϮΗ�ϦΘϣ�Ϧϳ��

�Ϧϣ�̱ϼΑϭwww.elekteron.blogsky.com
#_>

 
�αέΩ�ϪΑ�ϩέΎη�ΎΑ�ΪϳΎΑ�ϦΘϣ�Ϧϳ�ί�ΖηΩήΑ�ϪϧϮ̳�ήϫ

ϴ̳�ΕέϮλ�̱ϼΑϭΩή� 
 


	1.pdf (p.1-6)
	2.pdf (p.7-12)
	3.pdf (p.13-17)
	4.pdf (p.18-21)
	5.pdf (p.22-28)
	6.pdf (p.29-32)
	7.pdf (p.33-36)
	8.pdf (p.37-45)
	9.pdf (p.46-50)
	10.pdf (p.51-58)

